2.1.

2.2.

2.3.

2.4.

2.5.

Capitulo 2 Introducao a Teoria da
Probabilidade

Exercicios de Introducao a Probabilidade

Considere os acontecimentos A e B tais que P(A) =04, P(B) =0.6 e P(AUB) =
0.8. Determine:

P(ANB); P(A-B); P(ANB); P(AUB).

Sejam A e B acontecimentos aleatorios definidos num espaco de resultados (2.
Mostre que:

a) P(ANB)=1—- P(A) — P(B) + P(AN B);
b) A probabilidade de ocorrer um e apenas um dos acontecimentos A ou B é igual
a P(A)+ P(B) —2P(AN B).

Sejam A e B acontecimentos num espago de resultados (2 tais que P(A)+ P(B) = x
e P(AN B) = y. Determine em funcao de z e de y a probabilidade de:

a) Que se realize pelo menos um dos dois acontecimentos.

b

) Que se realize um e um sé dos dois acontecimentos.
¢) Nao se realizar nenhum dos dois acontecimentos.

d

Que se realize quanto muito um tnico acontecimento.

Considere o tempo de vida de uma lampada em centenas de horas.

Seja 2 = {t : t > 0} o espaco de resultados associado a duragao de vida da lampada.
Considere os acontecimentos:

A={t:t>15} B={t:2<t<10} C={t:t<12}

Caracterize os seguintes acontecimentos:

AUB ANC ANB (AuB)NC AU(BNO).

Sejam A e B acontecimentos tais que P(A) = 0.5 ¢ P(AU B) = 0.7. Determine
P(B) sabendo que :

a) A e B sao acontecimentos independentes;
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2.6.

2.7.

2.8.

2.9.

2.10.

2.11.

b) A e B sado acontecimentos mutuamente exclusivos.

Sejam A e B dois acontecimentos de um espaco de resultados 2. Defina-se

ANB=(A-B)U(B-A).
Escreva P (A A B) em termos de P(A), P(B) e P(A — B).

Numa propriedade agricola, sabe-se que 60%, 75% e 50% das arvores sao de folha
caduca, de fruto e de fruto com folha caduca, respectivamente. Calcule a probabi-
lidade de uma arvore da propriedade, escolhida ao acaso:

a) nao ser arvore de fruto;

b) ser arvore de fruto ou de folha caduca;

c) ser arvore de fruto, sabendo que tem folha caduca.
As probabilidades de trés corredores de velocidade percorrerem 100 metros em menos
de 10 segundos sao respectivamente: 1/3, 1/5 e 1/10. Considerando que os tempos

dos trés atletas sao independentes, calcule a probabilidade de, uma corrida em que
participam apenas os trés atletas, ser ganha em menos de 10 segundos.

Sejam A e B acontecimentos independentes definidos num espago de resultados €.

a) Prove que A e B sdo acontecimentos independentes.

b) Se P(A) > 0e P(B) > 0, prove que para qualquer acontecimento C' se verifica:
P(C|A) = P(B)P(C|(AN B)) + P(B)P(C|(AN B)).

Sejam A, B e C acontecimentos independentes definidos em (2.

a) O que significa dizer que A, B e C' sao acontecimentos independentes?
b) Mostre que:
i) A e BUC sao independentes;

ii) P(AUB) = P(A)P(B) + P(B);

iii) P[(ANB)UC| = P(A)P(B)P(C)+ P(C).

Considere trés acontecimentos A, B e C tais que P(C) = 0.3, P(B|C) = 0.4, P(B|C) =
0.8, P(A(BN(C))=PA|(BN(C))=0.2.

a) Calcule P(C|B).
b) Calcule P[(B N C)|A].

¢) Diga, justificando, se os trés acontecimentos sao ou nao independentes.

FEstatistica/ISA (2011/2012) 28



2.12.

2.13.

2.14.

2.15.

Sejam A, B e C' trés acontecimentos de um espaco de resultados 2.

a) Sabendo que AUBUC =, P(A)=0.3, P(B)=0.7, P(C)=05e ANB =
C N B =, determine P(ANC).

b) Se P(A) = 0.3 e P(B) = 0.2, mostre que A e B sao acontecimentos nao
mutuamente exclusivos.

¢) Mostre que se A e B constituem uma partigao de Q entdo P(A—C) = P(C) —
P(C N B), para qualquer acontecimento C'.

Um teste detecta a presenga de um certo tipo de bactérias na agua com uma proba-
bilidade 0.9 no caso de o referido tipo existir. Se nao existir, detecta a sua auséncia
com probabilidade 0.8. Sabendo que a probabilidade de que uma amostra de agua
contenha bactérias daquele tipo é 0.20, calcule a probabilidade de que, ao retirar
uma amostra ao acaso:

a) o teste dé resultado positivo,i.e., detecte a presenga de bactérias;

b) haja de facto bactérias quando o teste da positivo;

¢) o teste dé um resultado errado.
Um determinado tipo de pecas é produzido pelas fabricas Fy, Fy e F3. Durante
um certo periodo de tempo, F; produziu o dobro das pecas de Fy enquanto F5 e
F3 produziram o mesmo ntmero de pecas. Sabe-se ainda que 2%, 2% e 4% das

pecas produzidas por Fi, Fy e Fj, respectivamente, sao defeituosas. Todas as pecas
produzidas nesse periodo de tempo foram colocadas num depdsito.

a) Qual a percentagem de pegas defeituosas e que sdo provenientes da fabrica F,?
b) Qual a percentagem de pegas defeituosas armazenadas?

c¢) Foi encontrada uma pega defeituosa no depdsito. Qual a origem(fédbrica) menos
provavel dessa peca?

Num dado pais 10% da populacdo sofre de uma determinada doenca: 6% de forma
grave e 4% de forma moderada. Para o seu diagnéstico é efectuado um teste que d4
resultado positivo:

— com probabilidade 1 para um individuo com doenga na forma grave;
— com probabilidade 0.75 para um individuo com doenca na forma moderada;
— com probabilidade 0.05 para um individuo nao doente.
a) Efectuando um teste num individuo ao acaso, qual a probabilidade de o resul-
tado ser positivo?

b) Se, para um dado individuo, o resultado do teste foi positivo, qual a probabi-
lidade de ele ter a doenca?
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2.16.

2.17.

2.18.

c) Serd que existe independéncia entre ter a doenga na forma moderada e na
forma grave? Justifique.

Os trabalhadores de uma empresa da area alimentar foram classificados em trés
niveis de acordo com o grau de instrugao: formacao minima, formacao média e
formacao superior.

Sabe-se que 55% dos trabalhadores tem saldrio superior a 1000 euros. Em particular,
tém salario superior a 1000 euros 70% dos trabalhadores com formacao superior,
40% dos trabalhadores com formacao média e nenhum trabalhador com formacao
minima. Sabe-se ainda que 60% dos trabalhadores tém formacao superior.

Escolhendo um trabalhador ao acaso, calcule a probabilidade de:

a) Ter formacao média.
b) Ter formagao superior, sabendo que ganha mais de 1000 euros.
O estudo das solugoes aquosas existentes num laboratério relativamente ao seu pH
e comprimento de onda de absorcao conduziu aos seguintes resultados:
e 40% das solucgoes sao acidas, 20% sao alcalinas e as restantes sao neutras;

e 25% das solugoes dcidas absorvem na zona de comprimentos de onda do ver-
melho;

e 5% das solugoes sdo neutras e absorvem na zona de comprimentos de onda do
vermelho;

e a probabilidade de uma solugao absorver na zona de comprimentos de onda do
vermelho é 0.2.

Seleccionando ao acaso uma solugao no laboratério, determine a probabilidade de a
solucao:

a) ser neutra e nao absorver na zona de comprimentos de onda do vermelho;

b) absorver na zona de comprimentos de onda do vermelho sabendo que é alcalina;

¢) nao ser neutra e nao absorver na zona de comprimentos de onda do vermelho.
Estudos recentes indicam que a probabilidade de existir petréleo numa determinada
regiao do Algarve é de 0.2. Sabe-se que, caso haja petrdleo, a probabilidade de este
sair na primeira perfuragao é de 0.4.

a) Qual a probabilidade de sair petréleo na primeira perfuragao?

b) Se na primeira perfuragao nao apareceu petréleo, qual a probabilidade de existir
petréleo na regiao?
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2.19. Sejam A e B acontecimentos de um espaco de resultados (2.
a) Defina os seguintes conceitos “os acontecimentos A e B sao independentes” e
“os acontecimentos A e B sao mutuamente exclusivos”.

b) Se A e B sao acontecimentos tais que P(A) = 0.8, P(B) = a e P(ANB) = 0.6,
determine o de modo que:

i) A e B sejam independentes;

ii) A e B sejam mutuamente exclusivos.

c) Prove que:

P(AU(BNA)+PAU(BNA)=1+P(BNA).
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Exercicios de Variaveis Aleatorias e Pares Aleatdrios

2.20. Uma caixa contém 10 iogurtes, estando 4 estragados. Retiram-se 3 sem reposicao.

Seja X a variavel aleatéria que representa o nimero de iogurtes estragados retirados.
a) Construa a distribuigdo de probabilidades de X.
b) Represente graficamente a distribui¢ao obtida na alinea a).
¢) Determine a fungao distribuigdo cumulativa de X e represente-a graficamente.
d) Calcule P(1 < X <3).

2.21. Cinco bolas sao retiradas, com reposicao, de uma urna que contém 4 bolas vermelhas
e 6 bolas brancas. Seja X a varidvel aleatoria que representa o total de bolas
vermelhas retiradas.

a) Determine a funcao massa de probabilidades de X.
b) Determine a funcao distribuigdo cumulativa de X e represente-a graficamente.
c) Calcule P(1 < X <3).

2.22. Num laboratério existem 40 ratos dos quais 30% sao machos. Caracterize a varidvel
aleatéria X que conta o nimero de femeas que aparecem numa amostra de 8 ratos
quando a seleccao da amostra é feita:

a) Com reposigao.

b) Sem reposigao.
Determine o valor médio e a variancia de X em cada uma das situagoes anteriores.

2.23. Seja X uma variavel aleatoria discreta com a seguinte distribuicao de probabilidades:

x| -2 -1 0 1 2
P(X=u1;)|01 03 01 02 03

a) Calcule E(X) e V(X).

b) Determine a fungao distribui¢ao cumulativa de X.

c) Calcule P(X > 0|X < 2).
)

d) Determine a distribuicao de probabilidades da varidvel aleatéria ¥ = X2,
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2.24. O numero de televisores encomendados mensalmente em determinada loja é bem
descrito por uma variavel aleatéria X com a seguinte funcao distribuicao cumulativa:

0 se <0
0.1 se 0<x<1

Flz)=4¢ 03 se 1<z<2
06 se 2<x<3
1 se r >3

a) Determine a fungao massa de probabilidade da variavel aleatéria X.

b) Quantos televisores deve ter a loja em stock, por més, para que a probabilidade
de satisfazer todas as encomendas seja superior a 0.957

¢) Se num dado més a loja sé tiver 2 televisores em stock, determine a distribuigao
de probabilidades da variavel aleatoria que representa a diferenca, em valor
absoluto, entre as encomendas e o stock.

2.25. Seja X uma variavel aleatoria discreta com a seguinte distribuicao de probabilidades:

v |1-2k k=1 k 2k
pi| P 3p p p

a) Sabendo que F(X) = 1/3 calcule o valor de p e k.
b) Calcule Var[X].

c¢) Deduza a distribui¢ao de probabilidades da varidvel aleatéria Y = X2,

2.26. Seja X uma variavel aleatéria com valor médio p e variancia 2. Seja Y = %
Determine E[Y], Var[Y] e E[Y?].
2.27. Considere a funcao densidade de probabilidade de uma variavel aleatéria continua

X assim definida:
fla) = ax? 0<z<l1
7Y 0 outros valores de z.

a) Determine a.
b) Determine a fungao de distribuicao cumulativa de X.

c¢) Calcule o valor b tal que a probabilidade de X exceder b seja igual a 0.05.

2.28. Seja X uma variavel aleatéria continua com fungao densidade dada por

fla) = cx~ b x>1 c>0
)= 0 restantes valores de x.
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a) Mostre que f é uma fungao densidade.
b) Calcule a funcao distribuigao cumulativa de X.

¢) Determine o valor esperado e a mediana de X, indicando em que condigoes
existem estes parametros.

d) Seja Y =1In X. Determine a distribuicao da varidvel aleatéria Y.

2.29. Considere a variavel aleatéria continua X com a seguinte fungao distribui¢ao cumu-

lativas:
0 se <0
Flx)=¢ ar+b se 0<z<m
1 se x> .

a) Determine a e b.

b

)

) Determine a fungao densidade de probabilidade de X.
c¢) Calcule o primeiro quartil da distribuigao de X.
)
)

d) Calcule P(X < Z|X > 7).

e) Calcule:

i) E(X) e Var(X);
i) B [%m] e  EBX+2

2.30. Um fornecedor de um produto de laboratorio tem uma capacidade de armazena-
mento de 150 kg. No inicio de cada meés é reposto o stock até a capacidade maxima
de armazenamento. As vendas mensais deste produto em centenas de kg sao dadas
por uma variavel aleatoria X, cujo comportamento é bem descrito pela seguinte
funcao densidade de probabilidade

r se 0<zx<1
flz)y=¢ 1 se 1<az<15b
0 outros valores de z.

a) Determine a funcao distribuicao cumulativa da v.a. X.

b) Se a dada altura de um més ja foram vendidos 50 kg do produto, qual a
probabilidade de se venderem mais de 100 kg no fim desse meés?

¢) Indique o valor médio mensal e a mediana mensal das vendas daquele produto.

d) O lucro, Y, da venda do referido produto é fungao de varios factores. Considere
a seguinte expressao (simplificada) do lucro em fungao das vendas Y = 50X —
25.

i) Qual o valor esperado do lucro mensal?
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ii) Qual a probabilidade de, num dado més, nao haver prejuizo ?

2.31. Considere a funcao real de variavel real assim definida:

o =3
~— — ~— ~— ~—

(@]

@

f

fl@)=ke ™ LeR e zeR.
Determine o valor de £ de modo que seja funcao densidade de probabilidade
de uma variavel aleatéria X.
Determine a fungao de distribuicao cumulativa de X.
Calcule o valor médio, variancia e mediana de X.
Calcule P(|X — E(X)| < 1).
Mostre que a funcdo geradora de momentos de X ¢ Mx(t) = 15, [t < 1.

Determine a funcao densidade da v.a. Y = X2

2.32. Num processo de inventario concluiu-se que a raridade de determinada espécie ani-
mal era directamente proporcional a area observada até que se avistasse um exem-
plar da espécie, associada ao percurso de amostragem. Considere entao a v.a. X
designando a distancia percorrida até se avistar algum exemplar da espécie, com
funcao densidade dada por

b 1<z<b
0 restantes valores de x.

Indique quais as condigoes que k e b devem verificar de modo que f(x) seja
uma func¢ao densidade.

Determine a fungao de distribuicao cumulativa de X.
Calcule a mediana de X.

Considere a v.a. Y = Cy + C1 X, que caracteriza o custo de amostragem, onde
Cy. designa os custos fixos e C'y o custo por unidade de percurso. Determine o
custo esperado para o inventario.

2.33. A concentracao (em ppm) de monéxido de carbono (CO) na atmosfera, numa deter-
minada zona urbana, no periodo das 8h as 10h, pode ser considerada uma varidavel
aleatoria X com a seguinte funcao densidade

a)
b)

0 sex <0
o) = { 34e7 3 se x>0

Determine a fungao distribui¢do cumulativa de X.

Qual é a probabilidade de, numa amostra recolhida ao acaso naquele periodo,
a concentracao de CO exceder 2 ppm?
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¢) Mostre que a funcao geradora de momentos de X é

3.4
Mx(t) = 51— Parad t < 3.4.

d) Determine as concentragoes média e mediana de CO naquele periodo.

2.34. A proporcao (em volume) de determinada substancia quimica num produto pode
ser considerada uma variavel aleatéria X com funcao densidade de probabilidade
da forma:

ar’ + x 0<z<1
f(a:)—{ 0 o.v. dex

a) Determine a.
b) Determine a fungao distribui¢ao cumulativa de X.

¢) Sempre que a proporcao da referida substancia é inferior a 0.5 o produto é de
qualidade inferior. Qual a probabilidade de num produto que foi considerado
de qualidade inferior a proporc¢ao daquela substancia ser superior a 0.257

d) Determine o valor esperado e a variancia da proporc¢ao de substancia no pro-
duto.

e) Seja Y o valor comercial (em euros) de cada unidade de volume de produto,
funcao da proporc¢ao da substancia, assim definido ¥ = 2X.
i) Determine a funcdo densidade de probabilidade de Y.

ii) Qual a probabilidade de uma unidade de volume daquele produto ser ven-
dida por mais de 1 Euro?

iii) Exprima Cov[X,Y] em termos de Var[X] e determine o seu valor.

2.35. Sejam X e Y o numero de vitelos e leitoes, respectivamente, que nascem anualmente
numa pequena quinta de criacao de gado.

O quadro seguinte d& a distribui¢ao de probabilidades conjunta de X e Y.

Y[ 6 7 8 9 10

2 0.05 0.04 0.04 0.10 0.02
3 0.13 0.10 0.10 0.10 0.07
4 0.07 0.06 0.06 0.05 0.01

a) Escreva a distribui¢ao de probabilidades do niimero de leitoes nascidos por ano
nesta quinta.

b) Serao X e Y v.a. independentes? Justifique.
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c¢) Considere o nimero total de leitoes e vitelos que nascem anualmente. Qual o
valor esperado para aquele total?

d) Determine a distribui¢do de probabilidades do ntimero de vitelos que nascem
num dado ano, sabendo que nasceram 7 leitoes.

2.36. Num grupo de casais em que ambos os elementos estao empregados, a distribuicao
de probabilidade conjunta do saldrio da mulher (X) e do homem (V') é dada por

X Y‘lOOO 1500 2000

500 0.05 0.1 0.15
1000 0.1 02 0.1
1500 0.15 0.1 0.05

a) Num casal escolhido ao acaso, qual é a probabilidade de os saldrios do homem
e da mulher serem iguais?

o

o,
o L T

Determine as distribuicoes de probabilidade marginais.

(@]

Havera independéncia entre os salarios do homem e da mulher? Justifique.

Qual é o valor médio e a variancis do saldrio de um casal?

@

Num casal em que o homem ganha 1000 euros, qual é a probabilidade de a
mulher ganhar tanto ou mais do que o homem?

f) Determine a distribuigao de probabilidade do salario de um casal.
2.37. Um cliente de uma livraria pode fazer encomendas de livros estrangeiros em inglés
e francés que nao existam em stock.

O numero de livros em inglés e francés encomendados semanalmente é o par aleatorio
(X,Y) com a seguinte distribuicao de probabilidades:

x Y| 1 2 3 4
0 0.0 0.02 0.04 0.03
1
2

0.05 0.10 0.20 0.15
0.04 0.08 0.16 0.12

a) Qual a probabilidade de numa semana serem encomendados no maximo dois
livros?

b) Qual a percentagem de semanas em que existe igualdade de livros ingleses e
franceses encomendados?

¢) Determine as fungoes distribui¢ao cumulativa marginais das varidveis X e Y.

d) Calcule o coeficiente de correlacao entre as variaveis X e Y e interprete o seu
resultado.
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e) Qual a distribuigao de probabilidades da varidvel aleatéria ”Numero total de
livros em ingleés e francés encomendados semanalmente”?

f) Qual a probabilidade de numa semana se encomendar pelo menos um livro em
inglés sabendo que foram encomendados dois livros em francés?

2.38. Seja (X,Y) o par aleatério com a seguinte fungao densidade de probabilidade con-

e) Determine a funcao densidade condicional de Y| X = 3/2.

junta:
floy) = a(x+y) 1<z<2 1<y<2
=10 restantes valores de (x,y).

a) Determine o valor da constante a.
b) X e Y sdo varidveis aleatérias independentes? Justifique.
c¢) Calcule P[Y < X] e P[Y > 3 — X]|. Comente.
d) Determine o valor médio de 1/X.

)

)

f) Calcule P]Y < 3/2|X =3/2].

2.39. Seja (X,Y) um par aleatério continuo com fungao densidade de probabilidade con-
junta assim definida:

[ 38y se 0<z<y<l1
f(xvy) _{ 0 outros valores de (I,y)-

a) Determine as densidades marginais de X e de Y.

b)

c¢) Calcule a fungao distribui¢ao cumulativa de Y.
)

d) Calcule P[X < 1/4]Y =1/2].

X e Y sao variaveis aleatérias independentes? Justifique a sua resposta.

2.40. Seja (X,Y) a varidvel aleatéria bidimensional continua com a seguinte funcao den-
sidade conjunta:

f(x ) B 4;(;ye_m2_y2 se >0 e y > 0
Y=Y 0 para outros valores.

a) Determine as funcoes densidade marginais de X e Y.

b) X e Y sdo varidveis aleatérias independentes? Justifique.
c¢) Calcule COV(X,Y).
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2.41. Um depdsito de agua para rega tem uma capacidade de 20000 litros. Seja X a
variavel aleatoria que designa a quantidade de agua, em dezenas de milhares de litros,
que existe no depdsito, no inicio de cada semana. Seja Y a quantidade, também
em dezenas de milhares de litros, gasta na rega durante a semana. Suponha que X
e Y tém funcao densidade de probabilidade conjunta assim definida:

foay/2 se 0<y<axz<2
f(x,y) _{ 0 outros valores de (x,y)-

a) Determine as densidades marginais de X e de Y. Serao X e Y varidveis
aleatérias independentes? Justifique.

b) Qual a probabilidade de a quantidade de dgua gasta na rega durante uma dada
semana ser inferior a 5000 litros, sabendo que no inicio dessa semana:

i) O depodsito contém mais de 10000 litros de dgua?
ii) O depodsito contém exactamente 10000 litros de agua?

¢) Qual a probabilidade de numa dada semana se gastar exactamente a quantidade
existente no depésito no inicio da semana?

d) Qual a quantidade média de dgua existente no depdsito no inicio de cada sem-
ana?

2.42. Seja (X,Y) um par aleatério cuja funcao densidade de probabilidade conjunta é
assim definida:

[ 2ye™ se x>0 e O<y<l1
f(a:,y) _{ 0 outros valores de (I,y)-

a) Determine as densidades marginais de X e de Y e identifique a distribuigao de
X.

b) Serao X e Y varidveis aleatdrias independentes? Justifique.

¢) Determine E[X], E[Y] e Cov[X,Y].

d) Calcule P[Y > VX].

2.43. Sejam X e Y variaveis aleatorias independentes, com funcgoes densidade de proba-
bilidade definidas, respectivamente, por:

[ 2(1—2) se O<z<1 [ 3y se 0<y<1
Jx() = { 0 outros valores de z ¢ Fr(y) = { 0  outros valores de y.
a) Determine, justificando, a fungao densidade conjunta de (X,Y).
b) Determine P[X > 1[3 <Y < 2].
c) Calcule E[XY].
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Principais Distribuicoes Discretas e Continuas

2.44. Uma experiéncia aleatéria pode dar dois resultados: éxito ou fracasso, sendo a
probabilidade de resultar em éxito de 0.9. O custo de uma experiéncia que resulte
em éxito é de 5 euros e em fracasso de 10 euros. A experiéncia é repetida 20 vezes,
de forma independente. Seja X a variavel aleatéria que conta o ntimero de éxitos.

Identifique a distribuicao de X.
Calcule P[X > 15].

a)
)
) Calcule a probabilidade de haver mais éxitos do que fracassos.
)

o o

(o9

Mostre que o custo total C' das 20 experiéncias pode ser expresso como C' =
200 — 5X.

e) Calcule E(C).
f) Calcule P[C' < 125].
2.45. Uma dada experiéncia biologica analisa cobaias. Cada vez que se repete a referida

experiéncia, uma cobaia diferente é analisada e cada repeticao s6 usa uma cobaia.
Sabendo que a experiéncia é bem sucedida em 40% dos casos, calcule:

a) A probabilidade de ter pelo menos duas experiéncias bem sucedidas, se tiver
10 cobaias.

b) O numero de cobaias necessario para que o nimero esperado de sucessos seja
24.

¢) O numero de cobaias necesséario para que a probabilidade de obter pelo menos
uma experiéncia com sucesso nao seja inferior a 0.95.

2.46. Numa experiéncia laboratorial injectaram-se n cobaias com uma determinada droga
que inibe a sintese de proteinas. A probabilidade de uma cobaia morrer durante a
experiéncia, devido a droga, € 0.2. Seja X a v. a. que designa “o nimero de cobaias
que morreram durante a experiéncia”.

a) Identifique o modelo de probabilidade para X.

b) Supondo que se utilizaram 15 cobaias, qual a probabilidade de:

i) Duas delas morrerem?
ii) Pelo menos 8 delas sobreviverem?
¢) Determine o numero minimo de cobaias que tém que ser utilizadas na ex-

periéncia de modo que a probabilidade de morrer pelo menos uma cobaia seja
superior a 0.95.
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2.47.

2.48.

2.49.

2.50.

2.51.

Seja X uma varidvel aleatéria com distribuicdo B(n;p) e Y a varidvel aleatéria

definida por Y = { Calcule:
n

a) E[Y], Var[Y] e E[Y?;
b) A funcao geradora de momentos de Y.
Um instrumento para medi¢ao de humidade ¢é constituido por 3 componentes insta-

ladas de forma independente. Todas as componentes tém a mesma probabilidade
de avariar, igual a 0.1.

a) Identifique e caracterize a variavel aleatéria que designa o nimero de compo-
nentes avariadas no referido instrumento.
b) Determine a probabilidade de duas ou mais componentes avariarem.

c) Para os instrumentos nas condigdes referidas, se nenhuma das 3 componentes
estd avariada, o instrumento funciona sempre, se uma unica componente esta
avariada o instrumento tem probabilidade 0.6 de funcionar e se 2 ou mais
componentes estao avariadas, nao funciona. Determine a probabilidade de:

i) O instrumento funcionar.
ii) Existir uma componente avariada se o instrumento estd a funcionar.

d) Numa encomenda de 10 dos instrumentos das alineas anteriores para instalar
em 10 locais diferentes, quantos instrumentos se espera virem a falhar?
A probabilidade de um atirador acertar num alvo é p = 1/4.
a) Seja X a variavel aleatdéria que conta o ntimero de tiros necessarios até acertar,
pela primeira vez, no alvo. Determine n tal que P[X < n] > 0.8.
b) Quantos tiros espera o atirador dar até acertar pela primeira vez no alvo?
O Duarte vai posicionar-se na linha de lancamento livre num campo de basquetebol
e atirar até fazer um cesto. Se admitirmos que os lancamentos sao independentes e
de probabilidade de acertar constante e igual a 0.8, determine:
a) a probabilidade de necessitar de menos de 5 lancamentos para acertar;
b) o nimero esperado de langamentos que tem que efectuar para acertar.

Sejam X; e Xy duas varidveis aleatérias independentes. Determine a distribuigao
de X7 + X5 quando:

a) X e Xy tém distribuicdo binomial de parametros (ny,p) e (ng, p), respectiva-
mente.

b) X; e X, tém distribuigao geométrica, com o mesmo parametro p.
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2.52. Uma pessoa planta 6 bolbos, escolhidos ao acaso de uma caixa que contém 5 bolbos
de tulipa e 4 bolbos de junquilho. Qual a probabilidade de essa pessoa plantar 2
bolbos de junquilho e 4 de tulipa?

2.53. Um método frequentemente utilizado para estimar o nimero de animais de uma
dada espécie num certo habitat é o da captura-recaptura. O método pode ser
exemplificado pela seguinte situacao:

Num lago sao capturados, marcados e devolvidos a dgua 5 peixes de uma certa
espécie. Passado algum tempo (a fim de permitir que os peixes marcados se dis-
tribuam aleatoriamente pelo lago, embora nao convenha deixar passar demasi-
ado tempo, para se poder admitir que a dimensao da populacao permaneceu
constante) sao pescados 4 peixes dessa mesma espécie e conta-se quantos de
entre eles estao marcados, o que sera representado pela variavel aleatoria X.

a) Qual a probabilidade de nenhum dos 5 peixes marcados ser recapturado, se
existirem 10 peixes da referida espécie no lago? E se existirem 1007

b) A ideia do método de captura-recaptura consiste em considerar o tamanho da
populagao como sendo aquele que torna mais provavel o valor de X que resultou
de uma experiéncia deste tipo. Assim, por exemplo, qual dos 4 valores N = 10,
N =20, N =100 ou N = 1000, considera mais plausivel para o tamanho da
populagao se:

i) da experiéncia resultou X = 1;
ii) da experiéncia resultou X = 2.

2.54. Num armazém encontra-se um lote de 10000 latas de um certo produto alimentar.
Deste lote, 500 latas ja ultrapassaram o prazo de validade. O organismo responsavel
pelo controle de qualidade vai analisar uma amostra. Considere que o processo de
amostragem ¢ feito com reposicao.

a) Suponha que as latas sao inspeccionadas sucessivamente até encontrar uma fora
do prazo de validade.

i) Identifique e caracterize a varidvel em estudo.
ii) Qual a probabilidade de ser necessario inspeccionar 3 ou mais latas?
iii) Qual o nimero esperado de latas inspeccionadas?

b) Suponha agora que retira uma amostra de 15 latas. O controle de qualidade
rejeita o lote se nessa amostra forem encontradas mais do que duas latas fora
do prazo de validade.

i) Calcule a probabilidade de rejeicao do lote.

ii) O que pode dizer do valor calculado na alinea anterior no caso de o processo
de amostragem ser feito sem reposicao? Justifique.
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2.55.

2.56.

2.57.

2.58.

O numero de petroleiros que chega a uma certa refinaria, em cada dia, é uma v.a. X
com distribuicao de Poisson de parametro u = 2. As actuais instalagoes portuarias
da refinaria podem atender até 3 petroleiros por dia. Se mais de 3 petroleiros chegam
num dia, os petroleiros em excesso sao enviados para outro porto.

a) Qual a probabilidade de, num dado dia, a refinaria ter de recusar petroleiros?

b) Qual deverd ser a capacidade de atendimento da refinaria para permitir o
acolhimento de todos os petroleiros que chegam em cerca de 95% dos dias?

¢) Qual o nimero esperado de petroleiros chegados por dia?

d

)

) Qual o niimero mais provéavel de petroleiros chegados num dia?
e) Qual a probabilidade de em dois dias chegarem 5 petroleiros?
)

)

f
g

Qual o nimero esperado de petroleiros atendidos num dia?

Qual o nimero esperado de petroleiros recusados num dia?

Uma empresa de aluguer de autocarros para excursoes de longo curso dispoe de 5
veiculos. Sabe-se, pela andlise do seu comportamento, que a procura semanal de
veiculos segue uma distribuicao de Poisson de média 4.

a) Determine a probabilidade de, em certa semana, um dos autocarros nao ser
alugado.

b) Qual a probabilidade de, em duas semanas, serem procurados 6 veiculos?

¢) Determine o valor esperado do ntimero de clientes que em certa semana nao
podem ser atendidos por ja estarem alugados todos os autocarros.

Duas méquinas A e B produzem 10% e 90% da producao total de um dado ar-
tigo, respectivamente. Suponha que 5% dos artigos fabricados por cada uma das
maquinas sao defeituosos.

a) Qual a probabilidade de um artigo defeituoso ter sido fabricado pela maquina
A?

b) De um lote bastante grande do referido artigo, é retirada uma amostra aleatéria
de 50 artigos. Qual a probabilidade de encontrar no maximo 10 artigos defeitu-
osos? E 57

¢) Qual o niimero maximo de artigos que devera tirar ao acaso da produgao total
para que a probabilidade de nao encontrar defeituosos seja superior a 0.807

Suponha que o tempo, em minutos, necessiario para que um técnico afine cada
componente de uma maquina numa linha de producao é bem descrito por uma
variavel aleatéria X com distribuigao U(5;10).

a) Qual a probabilidade de que uma componente escolhida ao acaso:
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i) Tenha necessitado de mais de 7 minutos para ser afinada.

ii) Tenha exigido ao técnico um tempo de afinagao inferior a 9 minutos sabendo
que aquele tempo foi superior a 7 minutos.

b) Seja Y = 10 4+ 5X o custo em euros de afinagao de cada componente. Qual o
custo esperado de afinacao de uma componente escolhida ao acaso?

2.59. Uma empresa agro-quimica fabrica mensalmente 90 toneladas de um dado produto.
Sabendo que a procura mensal deste produto é uma variavel aleatéria aproximada-
mente normal de parametros g =80 ton e o =10 ton, calcule:

a) A probabilidade de a procura mensal do produto se situar entre 68 e 90
toneladas;

b) A probabilidade de haver num més procura excedentaria;

¢) A produc@o necessaria para que a probabilidade de haver procura mensal in-
satisfeita seja 0.025.

2.60. Um grossista de distribuicao de fruta recebe do produtor péssegos de quatro catego-
rias: extra, A, B e C. Da experiéncia anterior, sabe-se que o diametro de um péssego
é uma variavel aleatoria com distribuicao aproximadamente normal de média 64 mm
e desvio padrao 3 mm. A classificacao do referido fruto em funcao do seu diametro
é a seguinte:

Categoria | Diametro (z) em mm
C z < 60
B 60 <z <65
A 65 <2 <70
Extra x> 170

Atendendo aos custos de armazenamento e de distribui¢ao, admite-se que o lucro
liquido por tonelada é de 80 euros para a categoria extra, 50 euros para a categoria
A, 10 euros para a categoria B e -5 euros para a categoria C.

Qual o lucro liquido esperado de um fornecimento constituido por uma tonelada de

péssegos?

2.61. O comprimento da raiz principal de um determinado arbusto é bem modelado por
uma distribuicao normal de média 50cm e desvio padrao Scm.

a) Qual a probabilidade de um arbusto seleccionado ao acaso ter uma raiz prin-
cipal com comprimento superior a 54cm?

b) Em 200 arbustos desta espécie, qual o ntimero deles em que se espera que as
raizes principais tenham comprimento superior a 54cm?
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¢) Qual a probabilidade de a raiz principal de um arbusto seleccionado ao acaso
ter comprimento entre 50 e 56cm?

d) Qual a probabilidade de a média dos comprimentos da raiz principal de 9
arbustos seleccionados ao acaso ser superior a 52cm?

2.62. Admita que o contetdo (em ml) de frascos de certo xarope segue uma distribui¢ao
normal de parametros g = 200 ml e o = 2 ml.

a) Qual a probabilidade de um frasco adquirido ao acaso ter menos de 195 ml de
xarope?

b) Se comprar 5 frascos, qual a probabilidade de ficar em casa com menos de
0.99 [ de xarope?

¢) Num lote de 30 frascos qual a probabilidade, aproximada, de haver no méximo

5 com menos de 195 ml?

2.63. Uma fabrica produz motores cujo tempo de vida é uma variavel aleatéria com dis-
tribuigdo normal de parametros g =10 anos e ¢ =2 anos. A fabrica quer criar um
periodo de garantia para os motores de forma a que nao mais de 3% tenham de ser
substituidos. Qual devera ser o periodo de garantia méaximo oferecido pela fabrica?

2.64. Um produto pesa em média 10g com desvio padrao de 2g. Este produto é embalado
em caixas com 50 unidades cada. Sabe-se que as caixas vazias pesam em média 500g
com desvio padrao de 25g. Admita que as variaveis peso do produto e da caixa vazia
sao independentes com distribuicao normal.

a) Qual é a probabilidade de numa caixa encontrar no maximo 40 unidades do
referido produto com peso inferior a 8g cada?

b) Qual é a probabilidade de uma caixa cheia pesar mais do que 1050g?

2.65. Seja Y uma variavel aleatéria continua com a seguinte funcao geradora de momentos:

My (t) = teR

a) Calcule a funcao geradora de momentos da variavel aleatéria X = %.
b) Determine o valor médio e a variancia de X.

c) Se W —~ N(u, o) entdao a fungao geradora de momentos de W é definida por
My (t) = e#+277° e R,

Identifique as distribuicoes de X e Y.
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2.66. Um determinado modelo de avido pode transportar uma carga maxima (passageiros
e bagagens) de 9000kg. Admita que o peso da bagagem de um passageiro é uma
variavel aleatéria com distribuigado N(18,5), que o peso de um passageiro-homem é
uma variavel aleatéria com distribuigao N(70,10) e que o peso de um passageiro-
mulher é uma varidvel aleatéria com distribuicao N (60, 10).

a) Qual é o peso da bagagem de um passageiro que é excedido por 20% dos
passageiros, no maximo?

b) Considere um casal (homem e mulher) que entra no avidao. Qual a probabilidade
de o peso da mulher ser superior ao do homem? Que hipdteses tem de admitir
para responder a esta questao?

¢) Num determinado voo a lota¢do do aviao estd completa com 80 homens e 20
mulheres, que levam a respectiva bagagem. Qual a probabilidade de o aviao
nao poder partir por excesso de carga?

d) A companhia pratica a cobranga de uma taxa para bagagens com peso superior
a 20kg. Havendo 60 passageiros num voo, qual é a probabilidade de que mais
de 10 passageiros paguem a referida taxa.

2.67. Num restaurante, a procura semanal (em litros) de uma determinada marca de
cerveja segue uma distribuigdo normal com desvio padrao 4 litros. Sabe-se que em
50% das semanas a procura ¢ inferior a 50 litros.

a) Determine o valor médio e a variancia da varidvel aleatéria que designa a
procura semanal de cerveja daquela marca.
b) Calcule a probabilidade de, numa semana, a procura ser superior a 60 litros.

¢) Qual deverd ser a quantidade de cerveja que deve existir em cada semana de
modo que a probabilidade de haver ruptura de stock seja igual a 0.0157

d) Sendo cada litro de cerveja vendido a 5 euros, caracterize a lei da venda mensal
(4 semanas) de cerveja.

2.68. O numero de ovos postos por segundo em certo aviario pode ser considerado uma
v.a. X com distribui¢ao de Poisson de valor médio 1.

a) Mostre que P[X = 0] = P[X = 1] e que para todo o k > 1 se tem P[X = k] <
P[X =k —1]. Comente.

b) Qual a probabilidade de num periodo de 5 segundos serem postos mais do que
trés ovos? Justifique.

¢) Sabendo que numa dada regido existem 40 aviarios idénticos a este, qual a
probabilidade, aproximada, de o nimero total de ovos postos por segundo
nessa regiao ser inferior a 307 Justifique.
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2.69.

2.70.

2.71.

2.72.

2.73.

A producao semanal de uma plantagao de bananas é bem modelada por uma variavel
aleatéria com distribuicao normal de média 5 t e desvio padrao 2 t. Admita que a
producao ¢é independente de semana para semana.

a) Numa semana escolhida ao acaso, qual a probabilidade de a producao de ba-
nanas ser inferior a 3 t? E superior a 7 t7

b) A plantacao tem despesas fixas semanais no valor de 2000€. O produtor vende
as bananas a 500€/t. Qual a probabilidade de, numa dada semana em que
toda a producao é escoada, o valor da venda ser inferior as despesas fixas?
Justifique.

¢) Qual a probabilidade de num més (4 semanas) se conseguir satisfazer uma
encomenda de 23 t de bananas? Justifique.

d) Determine a probabilidade de, em 8 semanas escolhidas ao acaso, haver no
maximo uma em que a producao foi inferior a 3 t.

Suponha que os elos de uma corrente de bicicleta tém comprimentos aleatorios
com distribuicdo normal de média 0.5 cm e desvio padrao 0.04cm. As normas
de um fabricante de bicicletas exigem que o comprimento de uma corrente esteja
compreendido entre 49 e 50 cm .

a) Qual a percentagem de elos cujo comprimento excede 0.6cm?

b) Se uma corrente tiver 100 elos, qual a proporgao de correntes a satisfazer as
normas exigidas?

c¢) Utilizando apenas 99 elos, que valor devera assumir o desvio padrao para que
90% das correntes satisfaca as normas do fabricante?

Suponha que o peso de um pacote de farinha é uma variavel aleatéria que se admite
ter valor médio 1 kg e desvio padrao 0.05 kg. Pretende-se arrumar 99 pacotes numa
prateleira que suporta 100 kg. Qual o risco de a prateleira desabar? Justifique.

A producao diaria de azeite num lagar segue uma distribuicao normal com desvio
padrao 50 litros. Em 50% dos dias de laboracao, a producao é inferior a 950 litros.
Admita que a producao é independente de dia para dia.

a) Indique o valor da producao que nao é excedido em 95% dos dias.

b) Qual a percentagem de dias em que a producao se afasta da média mais do
que 100 litros?

¢) Qual a probabilidade de a produc¢ao mensal (30 dias) ser inferior a 28000 litros?
Num edificio funcionam 7 elevadores. A carga maxima de cada elevador é de 320 kg.

A dada altura entra um grupo de 4 pessoas em cada um dos elevadores. Calcule a
probabilidade de no maximo 3 elevadores nao funcionarem se o peso de uma pessoa
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for considerado uma variavel aleatoria com distribuicao normal de média 71,75 kg
e desvio padrao 10 kg.

2.74. O nimero de avarias por meés nos comboios da linha de Sintra que provocam a

interrupcao da circulagao é uma variavel aleatoria X com distribuicao de Poisson de
parametro A = 3.5. O ntimero de avarias num dado meés é independente do niimero
de avarias nos outros meses.
Por outro lado, o tempo necessario para restabelecer a circulacao ferroviaria apos
uma avaria ¢ uma variavel aleatdria Y com distribuicao N (2.5 ,0.75) (em horas), e
também aqui, o tempo de reparacao apds uma avaria é independente dos tempos de
reparacao apos outras avarias.

a) Qual o nimero esperado de avarias num dado més? E num ano?

b) Qual a probabilidade de a interrupcao da circulagao apés uma avaria exceder
4.5 horas?

¢) Qual a probabilidade de o tempo total de interrupgao da circulagdo na linha
de Sintra exceder 8 horas, se houver 2 avarias num meés?

d) Qual a distribuicao de probabilidades da varidvel aleatéria que conta o tempo
total de interrupgao da circulagao num meés, se houver r avarias 7 Qual o seu
valor esperado?

2.75. As macgas colhidas num pomar sao classificadas, de acordo com o seu peso, em trés
categorias: pequenas, médias e grandes. As macas pequenas sao aquelas cujo peso
¢é inferior a 45 gramas e as grandes aquelas cujo peso excede 75 gramas. Suponha
que o peso de uma maga (em gramas) é uma variavel aleatéria X, que se admite
seguir uma lei normal com valor médio 60 gramas e desvio padrao 15 gramas.

a) Qual a probabilidade de uma maga escolhida ao acaso ser classificada como
grande?

b) O lucro (em céntimos) da venda de cada maca esta relacionado com o seu peso
de acordo com a expressao L = 12 — X?/350. Determine o lucro esperado da
venda de cada maca.

¢) Enchem-se sacos com 10 magas, seleccionadas ao acaso. Qual a probabilidade
de um saco, escolhido ao acaso, pesar mais de 0.5 kg?

d) Num dia em que se colheram 3000 magas qual a probabilidade, aproximada,
de mais de 450 serem grandes?

e) As magas defeituosas vao para sumo. Sabe-se que vao para sumo 2% das macas
grandes, 5% das médias e 15% das pequenas. Escolhida uma maga ao acaso
qual a probabilidade de ir para sumo?
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2.76. O tempo de espera para uma pessoa ser atendida numa dada pastelaria é uma
variavel aleatéria com distribuicao exponencial de média 4 minutos. Qual a proba-

bilidade de:

a) Uma pessoa ser atendida em menos de trés minutos?

b) Em pelo menos 4 dias de uma semana (considere a semana com 7 dias) a pessoa
ser atendida em menos de trés minutos?

2.77. Numa industria alimentar o consumo didrio de uma certa matéria prima (em toneladas)
¢ uma variavel aleatoria com distribuicao exponencial de valor médio 2.

a) Qual o valor do consumo didrio mediano daquela matéria prima?

b) Qual deve ser o stock da matéria prima no inicio de cada dia de modo que a
probabilidade de ruptura de stock seja 0.027

c) Considere de novo a situacao da alinea anterior e suponha que a ruptura de
stock é independente de dia para dia.

i) Identifique e caracterize a distribui¢ao do nimero de dias de um més (30
dias) em que h& ruptura de stock.
ii) Qual a probabilidade, aproximada, de num més (30 dias) haver mais de 2
dias com ruptura de stock?
iii) Este ano (2011) no inicio do més de Novembro comegou a fazer-se o registo
do consumo didrio daquela matéria prima. Qual a probabilidade de se
verificar hoje, ruptura de stock pela primeira vez?
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Exercicios de Revisao de Introducao a Teoria da
Probabilidade

R2.1. Sejam E, F' e G acontecimentos de um espaco de resultados 2.

a) Mostre que se E e F' sdo acontecimentos mutuamente exclusivos se tem
P(EUF|G)=1- P(E|G) — P(F|G), para P(G) > 0.

b) Se P(E) = 0.3, P(F) = 0.8 e P(G) = 0.4 podem os trés acontecimentos
constituir uma particao de 27 Justifique.

R2.2. Sejam A e B acontecimentos de um certo espaco de resultados €2, com
0 < P(A) < 1. Mostre que:

a) Se A C Bentao P(B—A)=P(B)— P(A) > 0.
b) Se P(B|A) = P(B|A) entdo os acontecimentos A e B sdo independentes.
¢) Sejam By, By, ..., B, acontecimentos constituindo uma parti¢ao de B.

i) Caracterize os acontecimentos B;, j =1,...,n.
ii) Admita que P(B;) >0e P(A|B;)=p, j=1,2,..,n.
Prove que P(A|B) = p.

R2.3. Um vendedor de bolbos prepara encomendas a partir de 3 lotes de bolbos que, por
terem idades diferentes, nao apresentam a mesma probabilidade de germinacao. A
probabilidade de germinacao de um bolbo é de 0.80 se pertence ao lote A, de 0.85
se pertence ao lote B e de 0.90 se pertence ao lote C.

a) 1) Qual a probabilidade de germinacao de um bolbo retirado ao acaso de um
lote escolhido ao acaso?

ii) Retirou-se um bolbo ao acaso de um lote escolhido ao acaso e verificou-se

que nao germinava. Qual a probabilidade de o bolbo ter sido retirado do
lote C?

b) Se uma encomenda for constituida por um bolbo (retirado ao acaso) de cada
lote, qual a probabilidade de pelo menos dois bolbos germinarem, admitindo a
independéncia de germinagao entre os bolbos retirados de lotes diferentes?

R2.4. Considere A, B e C acontecimentos de um espaco de resultados €.

a) Seja 1/4 a probabilidade de pelo menos um dos acontecimentos B ou C' ocorrer.

i) Qual a probabilidade de nenhum dos dois acontecimentos ocorrer?

ii) Sabendo que P(A[(BUC)) =0.3 e P(A|(BUC)) = 0.7, calcule P(A).
iii) Qual a probabilidade de pelo menos um dos dois acontecimentos B ou C'
ocorrer, sabendo que A ocorreu?
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b) Mostre que se A e B sao independentes, A e C' sao independentes e B e C' sao
mutuamente exclusivos, entao A e B U C' sao independentes.

R2.5. Um organismo estatal recorre a imagens de satélite para monitorizar a ocorréncia
de incéndios. Para tal, para cada parcela de terreno (que pode estar ardida ou nao)
¢é calculado um determinado indice a partir da informacao adquirida pelo sensor do
satélite. O valor deste indice pode ser considerado uma v.a. que no caso de parcelas
nao ardidas se admite ter distribuicao normal de valor médio 2 e desvio padrao 5 e
para parcelas ardidas se admite ter distribuicao normal de valor médio 8 e desvio
padrao 3.

Quando o sensor calcula um valor para o indice superior a 5, a parcela é registada
pelo sensor como ardida.

Considere que a proporcao total de parcelas ardidas é 6%.

a) Qual é a probabilidade de, numa parcela ardida, o sensor calcular um valor do
indice superior a 57

b) Qual a probabilidade de uma parcela escolhida ao acaso ser registada pelo
sensor como ardida?

c) Para uma parcela escolhida ao acaso, qual a probabilidade de ser tomada uma
decisao errada (o sensor registar como ardida uma parcela e ela nao estar ardida
ou o sensor registar como nao ardida a parcela e ela estar ardida)?

R2.6. Responda, justificando convenientemente, se sao verdadeiras ou falsas as afirmacoes
nas seguintes alineas.

a) Sejam A e B acontecimentos de um espaco de resultados 2 tais que P(A) > 0
e P(B) > 0.
i) Se AU B se realiza, entao A também se realizou.
ii) P(A— B) < P(A).

iii) Se A e B sdo mutuamente exclusivos, entao P(A|(AU B)) = %.

b) Seja X uma varidvel aleatéria com fungao distribuicdo cumulativa F.
i) Sea>0, F(zx) < F(zx+a),VoelR.
ii) Se X —~ Geo(p),0 < p < 1,entdo P[X < 1|X <2] =1/q,sendo ¢ =1—p.

R2.7. Uma empresa seguradora tem ao balcao dois vendedores de seguros de vida. A
experiéncia tem revelado que 50% das pessoas que contactam o vendedor A e apenas
25% das pessoas que contactam o vendedor B fazem um seguro de vida. Considere
o par aleatério (X,Y’) que representa o nimero de apdlices vendidas diariamente
por A e B num dia em que cada vendedor atende 2 pessoas.

a) Admitindo que que cada pessoa contactou um s6 vendedor, determine a dis-
tribuigao de probabilidades conjunta do par aleatério (X,Y).
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b) Qual a probabilidade de se vender pelo menos um seguro de vida?

¢) Qual a probabilidade de A vender pelo menos um seguro de vida sabendo que
B vendeu dois seguros?

d) Calcule E(X +Y) e Var(X).

R2.8. Suponha que a dureza X e a perda abrasiva Y de um dado bloco de material,
expressas em unidades adequadas, sao variaveis aleatérias com funcao densidade de
probabilidade conjunta assim definida

<zx< <y <
f(x’y):{kxijy se 0<zx<l1 0<y<l1 keR

0 outros valores de (x,y).
a) Determine k.
b) Mostre, justificando, que as varidveis X e de Y sao independentes.
¢) Determine a perda abrasiva esperada de um bloco de material, se a sua dureza

é de 0.4. Justifique.

R2.9. Seja X o tempo total desde a chegada de um cliente a uma estacao de servigo até ao
momento em que faz o pagamento, e seja Y o tempo que esta em fila até efectuar o
pagamento (medidos em unidades de 5 minutos). Suponha que as varidveis (X,Y)
tém funcgao densidade de probabilidade conjunta assim definida:

[ @/2e se 0<y<w
flz,y) = { 0 para outros valores de (z,v).

Sugestao: sempre que necessario pode utilizar o seguinte resultado

f0+°° 2"e *dx = n!,n € Ny.

a) Calcule as fungoes densidade marginais de X e Y.
b) Calcule o tempo médio de servigo. Qual a variancia do tempo de servigo.?

c) As variaveis aleatdrias X e Y sdo independentes? Justifique.

R2.10. Considere a variavel aleatéria X com a seguinte fun¢ao densidade

() = ar®t sex€[0,1] ae R
)= 0 restantes valores de x.

a) Determime o valor de o para o qual E[X]| = 2/3.

b) Determine a fungao distribuicao cumulativa de X.

c¢) Determine o valor de m tal que P[X < m|= P[X > m].
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d) Seja Z uma varidvel aleatéria, independente de X, com distribuigdo normal
reduzida.

i) Determine a funcao densidade conjunta do par aleatério (X, 7).
ii) Determine P[Z > 1|X < 1].
iii) Determine o valor esperado e a variancia de X — Z2.
R2.11. Seja X uma varidvel aleatéria que designa o tempo de vida (em anos) de organis-
mos de uma dada populagao e Y um indice, comprendido entre 0 e 1, que exprime

a velocidade de envelhecimento. Suponha que X e Y tém funcao densidade de
probabilidade conjunta assim definida:

| 2kye™ se x>0 e 0<y<l1
f(@.y) _{ 0 outros valores de (z,v).
a) Determine o valor da constante k.

b) Determine as densidades marginais de X e de Y. Serdo X e Y varidveis
aleatérias independentes? Justifique.

¢) Qual a probabilidade de um organismo daquela populacao viver mais de 2 anos
se o seu indice de envelhecimento ¢é igual a 0.87

d) Qual a probabilidade de um organismo daquela populagao ter um indice de
envelhecimento igual a 0.57

R2.12. Considere a v.a. discreta, X, com a seguinte distribuicao de probabilidade

-1 0 1
pi |02 03 05

a) Chama-se momento de ordem k de uma v.a. X a E[X*], caso exista. Calcule
os momentos de ordem 1, 2 e 3 da v.a. X. Determine Var[X].

b) Considere Y outra v. a. discreta, independente de X, tal que
PlY =0]=03eP[Y =1 =0.7.
i) Determine a distribuicao de probabilidade conjunta do par aleatério (X, Y).
ii) Deduza a distribuigao de probabilidade da v.a. D = |X — Y.

R2.13. Dois estudantes A e B combinaram encontrar-se entre as 9h e as 10h para estudarem
juntos. Sejam X e Y as horas de chegada do estudante A e B, respectivamente, ao
local de encontro. Considerando que X e Y sao variaveis aleatérias independentes
com fungoes densidade, respectivamente

Frla) = 2(x —9) 9<2<10
X o 0 restantes valores de x
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Frly) = { (1) restar?tegs \yfa?orleos de y
a) Determine a funcao distribui¢ao cumulativa de Y.
b) Determine a fungao densidade conjunta do par aleatério (X,Y).
c)
d)
e)
)

f

Qual a probabilidade de ambos os estudantes chegarem entre as 9h e as 9h307
Determine a probabilidade de o estudante A chegar antes do estudante B.
Qual a probabilidade de o estudante A chegar exactamente as 9h307

Sabendo que o estudante A chegou as 9h15, qual a probabilidade do estudante
B ter chegado antes dessa hora?

R2.14. Para avaliar uma determinada doenca em perus efectuam-se dois testes. Designe-
se por X e Y as v.a.’s associadas aos resultados de cada um dos testes. Sabe-se
que aqueles testes dao resultado positivo (valor 1) ou negativo (valor 0) com as
probabilidades indicadas na tabela seguinte. O valor da constante a varia consoante
a gravidade da doenga.

Y| o 1
x "
0 1/4-a 1/4ta
1 ‘1/4 1/4

a) Quais os valores possiveis para a?

)
b) Determine a fungao distribuicao cumulativa de X.
c) Para que valor(es) de a sdo as variaveis aleatérias independentes?
d) Considere a = 0. Calcule E[X + Y], Var[X + Y] e pxy.

)

e) Determine a fungao massa de probabilidade de Y|X = 1.

R2.15. Um inquérito realizado a um grande ntimero de casais com dois ou menos filhos
conduziu a seguinte distribuigdo de probabilidade conjunta para (X,Y’), onde X
representa a faixa etdria média do casal (X =1 — menos de 25 anos; X =2 — 25
anos ou mais) e Y representa o numero de filhos:

X
1 0.15 a 0.05
2 b 0.4 c

a) Complete a tabela sabendo que P[X =1 =0.3 e E[Y] =0.8.
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b) Determine a distribuigao de probabilidade da faixa etéria média do casal, para
os casais com 1 filho.

c) Serao X e Y varidveis aleatérias independentes? Justifique.

R2.16. Considere-se um sistema eléctrico constituido por 100 componentes que funcionam
de forma independente. Cada componente tem uma duragao de vida (em anos) que
¢é descrita por uma variavel aleatéria X com funcao densidade:

fla) = %e‘x/Q sex >0
10 restantes valores.

a) Determine a funcao distribuicao cumulativa de X .
b) Determine o tempo mediano de vida de um componente.

c¢) Calcule a probabilidade de um componente ter uma duragao de vida superior
a 3 anos.

d) Qual a probabilidade de um componente durar pelo menos 4 anos sabendo que
estd a funcionar ha pelo menos 1 ano? Comente o resultado obtido, caracteri-
zando a lei da v.a. X.

e) Calcule, aproximadamente, a probabilidade de a duragao média de vida das
100 componentes ser superior a 3 anos.

R2.17. Na época natalicia, certa pastelaria fabrica 3 tamanhos de bolo-rei: de 500g, de
750g e de 1000g. Nem todos os bolos fabricados contém brinde. Este é colocado de
tal forma que 20% dos bolos de 500g ficam sem brinde, o mesmo sucedendo com
10% dos bolos de 1000g e com 30% dos bolos de 750g. 25% dos bolos fabricados sao
de 500g e outros 25% de 1000g.

a) Qual a probabilidade de um bolo sem brinde ser de 750g?

b) A filha de um casal seu amigo apareceu-lhe com um brinde que lhe saiu no
bolo-rei comprado na referida pastelaria. Qual dos bolos (tamanho) tem maior
probabilidade de ter sido comprado pelo casal?

c) A referida pastelaria tem uma producao didria de 1000 bolos. Qual a prob-
abilidade de uma pessoa que compra 10 desses bolos ter pelo menos 2 com
brinde?

R2.18. Considere uma empresa agricola que produz uvas e meldes nas quantidades (em
toneladas) X e Y, respectivamente. Devido as instéveis condigdes atmosféricas o
valor das producoes é aleatério com f.d.p. conjunta dada por:

k(1-2)2-y) 0<2<1,0<y<2

f(fv,y)Z{

0 outros valores.
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a) Calcule k.

b) Se num dado momento a producao de meldes for de 1 ton, qual serda a f.d.p.
da produgao de uvas?

c) Serd que as quantidades produzidas de cada fruta sdo independentes? Justi-
fique.

d) Escolhendo ao acaso 20 empresas nas condigoes anteriores, qual serd a prob-
abilidade de, em pelo menos 5 delas, a producao de uvas ser superior a 800
kg?

R2.19. Um laboratério exporta um certo produto quimico para o mercado europeu. Este
mercado exige que o produto fornecido tenha entre outras caracteristicas, uma de-
terminada coloracao. Da producao do laboratério, 60% tem a coloracao adequada,
mas apenas metade desta quantidade satisfaz também as outras condigoes exigidas
pelo referido mercado.

a) Qual a percentagem da producao do laboratério que satisfaz as condigdes exigi-
das pelo referido mercado ?

b) De um lote de 100 produtos em que 30 nao estao em condigbes de exportacao,
retirou-se uma amostra de 10, sem reposicao. Calcule a probabilidade de apare-
cer pelo menos um produto que nao seja exportavel.

R2.20. Numa linha de fabrico de uma determinada componente electrénica pode ocorrer
um defeito muito raro mas causador de grandes prejuizos. Seja 0.01 a probabilidade
de ocorréncia desse defeito. Um teste muito simples é realizado para detecgao do de-
feito. Apresenta, no entanto, probabilidades significativas de conduzir a conclusoes
erradas. Assim, cerca de 5% das vezes o teste indica a existéncia de defeito se nao
houver defeito e cerca de 3% das vezes indica auséncia de defeito se houver defeito.

a) Qual a probabilidade de se ter uma conclusao incorrecta?

b) Determine a probabilidade de o teste indicar a existéncia de defeito.

c) Sao comercializadas embalagens contendo 80 daquelas componentes. Qual
a probabilidade de, numa determinada embalagem, duas componentes apre-
sentarem defeito?

d) A venda de cada embalagem referida na alinea anterior para o mercado ¢é feita
com um lucro Y ;| que é funcao de vérios factores entre os quais o numero de
componentes defeituosas. Com o objectivo de simplificar os calculos considere
constante o efeito de todos os outros factores, sendo o lucro dado pela relagao

Y =0.02-0.1X

onde X é o ntmero de componentes defeituosas em cada embalagem. Qual é
nessa situagao, a probabilidade de uma embalagem nao dar prejuizo?
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R2.21. Em certo bairro recentemente construido e constituido por prédios de duas, tres
ou quatro assoalhadas, verificou-se que em 37% dos apartamentos os moradores nao
tém filhos. A distribuicao dos apartamentos por nimero de assoalhadas é a seguinte:

Nede assoalhadas 2 3 4
Percentagem 30% 40% 30%

a) Determine a média e a variancia do nimero de assoalhadas de um apartamento.

b) Admitindo que o nimero de filhos por apartamento tem uma distribuigao
de Poisson, determine a probabilidade de num certo apartamento haver pelo
menos cinco filhos.

c¢) Sabendo que dos moradores em apartamentos de duas assoalhadas apenas 20%
tém pelo menos um filho e que nos de trés assoalhadas 30% nao tém filhos,
qual a probabilidade de num apartamento de 4 assoalhadas escolhido ao acaso
haver pelo menos um filho.

R2.22. Sejam X; e X, variaveis aleatorias com distribuicao de Poisson de parametros A; e
A9, respectivamente. Prove que se X; e X, forem independentes, a distribuicao de
Xi|(X14+ Xa=k), ke N, ébinomial.

R2.23. Um aviario embala os ovos que produz em trés tipos de caixas, com capacidade para
6 ovos. Ao chegarem ao local de venda algumas caixas contém ovos partidos. Sejam
X, Y e W variaveis aleatérias que designam, respectivamente, o ntimero de ovos
partidos numa caixa de esferovite, plastico e cartao. Admite-se que X, Y e W tém
as seguintes distribuicoes:

il o 1 2 3 4 5 6
1073 017 007 003 0 0 0
i]0.58 023 010 005 0.02 0.01 0.01

PIX
PlY =i] = P[W

a) Determine a probabilidade de uma caixa de esferovite ter pelo menos um ovo
partido.

b) Qual o valor esperado e a variancia do nimero de ovos partidos numa caixa de
esferovite?

¢) Determine a probabilidade, aproximada, de o nimero total de ovos partidos
em 100 caixas de esferovite ser superior a 50.

d) Pretende-se adquirir 30 embalagens de ovos em caixas de cartao. Qual a prob-
abilidade de haver mais do que uma caixa com todos os ovos partidos?

e) Diariamente, 20% dos ovos produzidos sao colocados em caixas de esferovite,
30% em caixas de plastico e os restantes 50% em caixas de cartao. Adquirida
uma caixa ao acaso da producao didria deste aviario, determine a probabilidade
dos acontecimentos:
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i) a caixa nao ter nenhum ovo partido.

ii) a caixa ser de cartdo, tendo-se verificado que nao tem ovos partidos.

R2.24. Para efeitos de comercializacao, um dado fruto é classificado de acordo com o seu
tamanho. Considera-se que o diametro de uma peca deste fruto é uma variavel
aleatoria com distribui¢ao normal de desvio padrao igual a 5 cm e média p cm. A
classificacao, em categorias, do referido fruto é a seguinte:

Categoria | Didmetro (z) em cm

C1 <6
C2 6<z<12
C3 x> 12

a) Sabendo que 30% dos frutos sao da categoria C3, calcule o diametro médio dos
frutos e a percentagem dos frutos das outras categorias.

b) Se os frutos forem vendidos em embalagens de 6 unidades, qual a probabilidade
de uma embalagem ter pelo menos 2 frutos da categoria C37

c¢) Sabendo que 10%, 8% e 2% dos frutos pertencentes respectivamente as cate-
gorias C1,C2 e C3 se apresentam em mas condigoes, qual a probabilidade de
um fruto retirado ao acaso nao estar em condicoes de ser consumido?

R2.25. O ntmero de peixes pescados por dia por um pescador é uma v.a. com distribuicao
de Poisson com média 10. Admita que o ntimero de peixes pescados é independente
de dia para dia.

a) Determine a probabilidade de, num dado dia, o pescador pescar 2 peixes.

b) Qual a probabilidade aproximada de numa semana (7 dias) o nimero total de
peixes pescados ser superior a 807

¢) Num ano de pesca (365 dias), qual a probabilidade aproximada de haver pelo

menos 3 dias em que sao pescados 2 peixes em cada dia?

R2.26. O tempo de vida em horas de uma peca é uma variavel aleatoria com distribuicao
exponencial de média 1000. Determine a probabilidade de:

a) Uma pega estar ainda em funcionamento ao fim de 800 horas.

b) Uma peca durar pelo menos 900 horas, sabendo que ja estéd a funcionar ha pelo
menos 100 horas. Interprete o resultado.

¢) Num lote de 100 pegas escolhidas ao acaso, o tempo médio de vida dessas pegas
ser inferior a 980 horas (Admita que o tempo de vida é independente de peca

para peca).
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R2.27.

R2.28.

R2.29.

R2.30.

Um artesao executa pecas de barro, sendo o tempo de execucao uma variavel
aleatoria X com distribuicao exponencial de valor esperado 2 horas.

a) Determine a fungao distribuigao cumulativa de X.
b) Qual a probabilidade de uma pega levar pelo menos 1h 30m a ser executada?

c¢) Verificando-se que em certo momento uma pega ja esta a ser produzida ha 30m,
qual a probabilidade de ser necessario esperar pelo menos mais 1h 30m para
concluir a pega? Comente relacionando com o resultado da alinea anterior.

d) O artesdo mantém os registos do tempo de execugao de cada peca. Seis pegas
foram escolhidas ao acaso. Qual a probabilidade de nenhuma ter levado mais
de 1h e 30m a ser executada?

e) Num dia em que nao havia qualquer pega em stock foi aceite uma encomenda
de 100 pecas, tendo o artesao assumido o compromisso de fornecer as pecas no
prazo méaximo de 30 dias (o que corresponde a 240 horas de trabalho). Qual a
probabilidade de ele cumprir o seu compromisso? Justifique.

Numa fabrica de racoes produz-se diariamente 100 unidades de um dado tipo de
racao. A quantidade de uma certa matéria prima incorporada em cada unidade é
uma varidvel aleatéria de valor médio 75g e variancia 25g%. Admita a independéncia
entre as quantidades de matéria prima necessarias para cada unidade.

a) Qual a probabilidade, aproximada, de a quantidade média de matéria prima
por unidade, usada num dado dia, ser superior a 74g?

b) Determine a percentagem, aproximada, de dias em que a quantidade de matéria
prima usada nao excede 7.6kg.

¢) Fazem-se lotes de 100 unidades de racao. Sabe-se que o custo da matéria prima
é de 5 céntimos/g. Qual deve ser o valor a pedir na venda de cada lote de modo
a cobrir o custo da matéria prima em 95% das situacoes?

O diametro de um certo tipo de pegas é uma variavel aleatoria com distribuigao
normal. As pecgas sao consideradas defeituosas se o seu diametro diferir do valor
médio ¢ mais do que 1.25 mm. Sabe-se que 2.28% das pecas possuem um diametro
superior a 7 mm, sendo também esta percentagem a das pecas com um diametro
inferior a 5 mm.

Tendo-se extraido uma amostra de 100 pecgas de um grande lote, qual a probabilidade
de aparecerem pelo menos 5 pecas defeituosas.

Seja T uma varidvel aleatdria que representa a duragao até falhar (tempo de vida) de
uma componente. Chama-se fiabilidade da componente no tempo ¢ ao valor R(t) =
P[T > t], i.e., a probabilidade de a componente nao falhar durante o tempo ¢.
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a) Exprima a derivada da fiabilidade em funcao de f, funcao densidade de prob-
abilidade da variavel aleatéria 7.

b) A distribuigao do tempo de vida de uma lampada de um certo tipo é exponen-
cial e a sua fiabilidade para o periodo de 72 horas é 95%.

i) Qual é o tempo médio de vida de uma lampada daquele tipo?

ii) Sabendo que uma determinada lampada nao falhou durante as primeiras
72 horas de funcionamento, calcule a probabilidade de a mesma lampada
nao falhar nas 72 horas seguintes.

iii) Considerando que se dispoe de uma amostra aleatéria de 50 lampadas,
qual a probabilidade, aproximada, de a sua duracao média ser superior a
1600 horas?

R2.31. Duas empresas, A e B, fazem a abertura de furos para captagao de agua numa dada
regiao. A empresa A cobra 3500€ por furo, independentemente da sua profundidade.
A empresa B cobra 1000€ mais 25€ por cada metro de profundidade do furo. Na
regiao em questao, a profundidade dos furos segue uma distribuicao normal com
média 75 m e desvio padrao 12 m e a profundidade é independente de furo para
furo.

a) Ao realizar um furo na referida regiao, qual é a probabilidade de este ter uma
profundidade:

i) superior a 90 m?
ii) igual a 90 m?

b) Em média quantos furos é necessario realizar até ter dois furos com uma pro-
fundidade superior a 90 m?

c¢) Caracterize, justificando, a distribui¢ao dos pregos, P4 e P da empresa A e B
respectivamente. Qual é o preco médio de um furo realizado pela empresa B?

d) Qual é a probabilidade da empresa A cobrar mais do que a empresa B pela
abertura de um furo?

e) Sabendo que a empresa B abriu 10 furos num dado més, qual a probabilidade
de o prego de abertura desses furos ter sido superior ao valor que a empresa A
cobraria se fosse ela a abrir os furos?

R2.32. Uma escola tem rapazes e raparigas de 18 anos na razao 3:1, respectivamente. Aos
18 anos a altura dos rapazes segue uma distribuicao normal de valor médio 175 cm e
desvio padrao 10 cm enquanto a altura das raparigas segue uma distribuicao normal
de valor médio 165 cm e desvio padrao 10 cm .

a) Qual a probabilidade de uma rapariga, escolhida ao acaso, ter altura superior
a 170 cm?

Estatistica/ISA (2011/2012) 60



b) Qual a probabilidade de um aluno qualquer (rapaz ou rapariga), escolhido ao
acaso, ter altura superior a 170 cm?

c¢) Verificou-se que um aluno escolhido ao acaso tinha altura superior a 170 cm.
Qual a probabilidade de ser rapariga?

d) Pretende-se seleccionar 10 raparigas para um campeonato de voleibol. Qual a
probabilidade de a média das alturas ser superior a 170 cm?

R2.33. Seja X uma variavel aleatéria com distribuicao uniforme continua no intervalo
| —0,0[, sendo 6 um valor real positivo.

a) Calcule a funcao de distribuigdo cumulativa de X.
b) Calcule o valor médio, a mediana e a variancia de X.
c) Considere a varidvel aleatéria Y = 2X + 1.

i) Determine P[1 <Y < 6 +1].
ii) Calcule Cov(X,Y).
iii) Serdo Y e X varidveis aleatérias independentes? Justifique.

R2.34. O peso médio dos individuos duma certa espécie de bivalves é 31g e o respectivo
desvio padrao é 2.4g. Recolhe-se uma amostra aleatéria de 100 individuos desta
espécie.

a) Qual a probabilidade, aproximada, de a média da amostra ser inferior a 30g?

b) Qual a probabilidade, aproximada, de a média da amostra estar compreendida
entre 30 e 31g?

¢) Qual a probabilidade, aproximada, de o peso total da amostra ser superior a
3150g?

R2.35. O tempo de duragao 7', em minutos, de uma chamada telefénica é uma variavel
aleatéria com distribuicao exponencial padrao. O custo, em euros, de cada chamada
C(T), fungao da duracao, é dado por
0.2 0<T <3
c(T) = .
0.2+ 0.6(T —3) T7>3

Determine o custo médio de cada chamada.

R2.36. Responda, justificando convenientemente, se sao verdadeiras ou falsas as afirmagoes
nas seguintes alineas.

a) Seja X uma varidvel aleatoria.
i) Se X — Poisson(3) entdao P2 < X < 3] =0.
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ii) Se X —~ N(0,1) entdao P[X =0] =1/2.
iii) Seja X ~N(0,1) e Y =2X. Entao Y —~ N(0,4).

b) Seja X1, Xs, ..., X, uma amostra aleatoria de dimensao n, proveniente de uma
populaciao X com valor médio p e variancia 0. Seja X a média da amostra

aleatoria.
i) Se X —~ Bernoulli(p) entdao nX —~ B(n,p).
i) Bl =X.

i) X —~ N (s, 0/ v/n).

62

Estatistica/ISA (2011/2012)



Solucoes de alguns Exercicios

2.1. P(ANB)=0.2;

24. AUB={tcR":2<t<10 Vt>15}; ANC=0; ANB=A

(AuB)NC = 4;
2.5. a) P(B)=04
0.2

2.7. a

P(A-B)=02,  P(A-B)=04; P(AUB)=06

AUuBNC)=A4

2.8. A- Acontecimento “atleta 1 percorre 100 m em menos de 10 s”

B- Acontecimento “atleta 2 percorre 100 m em menos de 10 s”

C- Acontecimento “atleta 3 percorre 100 m em menos de 10 s”

Pede-se P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+

P(ANBNC)

ou P(AUBUC)=1-P(ANBNC) =L =0.52

2.11. a) P(C|B) = 0.4615.

)
)
¢) Sao nao independentes
2.12. a) 0.1
2.13. a) 0.34
b) 0.53
c) 0.18
2.15. a) 0.135
b) 0.667
)

Designando por G - “doenga na forma grave” e RP - “resultado positivo”,

tem-se P(G) = 0.06, P(RP) = 0.135 e P(GN RP) = 0.06, logo nao ha

independeéncia.

2.16. a) 0.325
b) ~ 0.764
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2.17. a) 0.35

b) 0.25
c) 0.45
2.18. a) 0.08
b) 0.1304
2.20. a)
zi| 0 1 2 3
P(X =;) | 0167 0.500 0.300 0.033
b)
S I
0 1 2 3
c)
0 x <0
0.167 0<z<1
F(z) =14 0.667 1<z<2
0.967 2<x<3
1 T > 3.

FEstatistica/ISA (2011/2012) 64



o 1 2 a4
d) 0.833.
2.21. a)
x| 0 1 2 3 4 5
P(X = ;) | 0.0778 0.2592 0.3456 0.2304 0.0768 0.0102
b)
(0 <0
0.0778 0<z<l
0.3370 1<z<2
F(x) = 0.6826 2<z<3
0.9130 3<w <4
0.9898 4<xz<b
(1 r>5
o 1 2 3 4 s o
c) 0.8352.

2.22. a) Com reposicao:
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@ | 0 1 2 3 4 5 6 7 8

P(X = ;) | 0.00007 0.00123 0.01000 0.04668 0.13614 0.25412 0.20647 0.19765 0.05765
E[X]=5.6; Var(X)=1.68.

b) Sem reposigao:

x| 0 1 2 3 4 5 6 7 8

P(X ==;) | 0.00001 0.00029 0.00454 0.03374 0.13179 0.28115 0.32332 0.18475  0.04042

E[X]=5.6; Var(X)=138.

2.23. a) E[X]=03 Var(X) =201

b)
(0 r < =2
0.1 —2<r< -1
0.4 —1<z2<0
F@) =305  o0<z<1
0.7 1<r<?2
\1 T > 2.
c) 3/7.
w=all 0 1 4
d)
PY =y) |01 05 04
2.24. a) P(szi)‘o'l 0.2 0.3 04
b) >3
b x s |0 1 2

P(D=4d;) |03 06 0.1

2.25. a)p=1/6ek=1
b) 8/9.

- yi | 0 1 4
)Y =X P(Y =y)|3/6 2/6 1/6

2.27. a) a=3.

b)
0 x <0
F(z)=1< a3 0<z<1
1 x> 1.
¢) /0.95.
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2.28. b)

F<x>:{(1)—x_c i;i
c) E[X] = cjl para ¢ > 1; yo5 = V/2.
d)
fry) = { (c]e—cy z ; 8
2.29. a) Se X é v.a. continua entao terd que ter-se F'(x) continua
lim, o+ F(z)=0 e lim, .- F(z)=1 , istoé,
a.0+b=0 e ar+b=1 = szea:%

1
b) f(:)s):{ - O<ax<m

1 m
c) F(;L'):Z@Z':% = X025 = 7
W T P(I<X<3) 1
d) P(X < Z|x > 0)—4 =
L U 5 R
e) i) E(X)z/ dezz, VO”“[X]:%
o T 2
i) [log(m +2) — log2] /7
0 x <0
22 /2 0<zr<l1
2.30.a) Flz) =9 17 1<z<15
1 x> 1.5.

b) P[X > 1|X >1/2| =4/7

c) E[X] = 23/24 centenas de kg, i.e., o valor médio é aprox. 95.93 kg. A mediana
M é tal que F(M) =1/2 << M = 1. Portanto a mediana é 100kg.

d) i) E[Y] =275/12
ii) P[Y > 0] =7/8.

2.31. a) k=1/2

1
—e” z <0
b) F(z) = 2
1——e¢e" x>0
2
c) E[X]=0,Var(X)=2e Me =

d) 1—1/e.
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2.32.

2.33.

2.34.

2.35.

0 y <0

y > 0.
27
a) k=b—1
0 r <1
b Fa)=4 — (1-1 | <z<b
Y o x =7 ’
1 r>b
3 s 2
Xo.s——b+1-

d) E[Y] = Cy + C (bfllnb).

0 se x <0
a) F(x)—{ 1l—e3% gex>0"
b) P[X >2|=1- F(2)=0.00111.
d) E[X] = M5(0) = 55 = 0.294; x05 = 0.204.
a) a =2

0 sex <0
b) Fz)={ 42 se0<az<1.

1 sex>1

_ FQ/2)-F(Q1/4)
vy se <y <2
i = 3

¢ 1) J) { 0 o.v.dey

il) PlY > 1] = 27/32
iii) Cov[X,Y] = 2Var[X]

y, |6 7 8 9 10
a) —2
p; [025 02 02 025 0.1

b) As v.a.’s discretas X e Y s@o independentes sse V(7,7) pi; = pip.j -
se, por exemplo, que p;; # p1. p1, pois pn = P[X = 2)Y = 6] = 0.05,
p. = P[X =2] =025¢ep; = P[Y = 6] = 0.25, portanto X e Y nao sao

independentes.

c) EIX+Y]=E[X]+E[Y]|=3+7.75=10.75.
d) Designemos por W a varidvel (X|Y = 7). A distribuicao de probabilidades de

W é
w; |2 3 4
PW =w;] [02 05 0.3
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2.36.

2.37.

2.38.

2.39.

a) P[X = Y] = P[X =1000,Y = 1000] + P[X = 1500,Y = 1500] = 0.2

500 1000 1500 1000 1500 2000
b) X—{ 03 04 03 ° Y—{ 03 04 03

¢) Como 0.05 = P[X = 500,Y = 1000] # P[X = 500] x P[Y" = 1000] = 0.3 x 0.3,

conclui-se que X e Y nao sao independentes.
E[X 4+Y] = E[X]+ E[Y] = 1000 + 1500 = 2500 euros.
[X > 1000]Y = 1000] = 0.833

d)
e)
a) P(X +Y <2)=0.08
)

X=Y)=013

0 se y<l1
001 22 §§§<1 0.1 se lsy<2
' P e Fy(y=< 03 se 2<y<3

06 se 1<z<?2
1 se z>2 0.7 se 3<y<4

P
P(
b) P(

c) Fx(z) =

d)
)

)
TN R

=0
(1 2 3 4 5 6
~ 001 007 018 031 031 0.12
(X >1 )

f X>1Y =2)=09
1
3

&

IS

e Y nao sao v.a. independentes

)

)
b) X

)Py <X]=1 e PV >3-X]=3

) E

Wl

ouzros valores de x
3 2, 0<y<1
Fr(y) = { 0, outros valores de y.
b) X e Y nao sao v.a. independentes

0 sey<O
c) Fy(y) =4 y* se0<y<l1
1 sey>1.

d) 1
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2.40.

2.41.

2.42.

2.44.

2.45.

2.46.

2.48.

o 2we™ se x>0 o e se y >0
a) fX(z)_{ 0 SexSO € fY(y)_{ 0 Seygo

b) X e Y sdo v.a. independentes
c) COV(X,Y)=0

i 0<2<9 vy 0<y<?2
o fe={ L NETEE e = B0 e 05s

X e Y nao sao variaveis independentes.
b)  i)1/10  ii)1/4
c) 0
d) 8/5 ou seja 16000 litros.
Dnm={ K10 o sw={T el
b) X e Y sdo v.a. independentes
c) E[X|=1, EY]|=2/3 e Cov[X,Y] =0 pois X e Y sao independentes.
d) 1/e
a) X —~ B(20;0.9).
b) 0.9568.

| l

(@]

@

)
)
)
)1
f) 0.9568.

a) 0.9536.
b) 60 cobaias.

c¢) Pelo menos 6 cobaias.

a) X —~ B(n,0.2).
b) 1) 0.2300
i) 0.9958

¢) O nimero minimo de cobaias a utilizar na experiéncia deverd ser 14.

a) X é a variavel aleatéria que designa o n° de componentes avariadas no instru-

mento (instaladas de forma independente). X —~ B (3,0.1).
b) P[X >2]=1— P[X < 1] =0.028
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¢) Seja F' o acontecimento "o instrumento funcionar”.
P(FIX=0)=1e P[X=0] =072, P(F|X=1) =06e P[X=1] =
0.243, P(F|X >2) =0 e P[X > 2] = 0.028
i) P(F)=0.8748.
ii) Pretende-se obter o valor de P (X = 1|F). Pelo teorema de Bayes, tem-se

P(X =1|F) = % = 0.1667.

249. a 6.

o
LAY

2.50. a) 0.9984.

1.25.

=3

2.55. a
b

)
)
)
)
) 0.1429.
) A capacidade de atendimento devera ser de 4 petroleiros por dia.
c) 2
d) 1 ou 2.
e) 0.156
f) 1.782.
g) 0.218.
2.56. a)
)
)
)
)
)
)
)

b

C

0.1954.
0.1221.
0.41.

2.58. a) 3/5
b) 2/3

c) 47.5 euros

2.59. a) 0.7262.
b) 0.1587.
¢) 99.6 ton.

2.60. 24.135 euros

2.62. a) 0.0062.
) A 0.0125.
c) ~ 1.

2.63. 6.24 anos
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2.68. a) PIX=0]= = PX=1]=F =e ",
Para k > 1, P[ =kl -PX=k—-1] = k!l — (k%i), < 0. Entao pode-se dizer

que P[X = k] é decrescente, sendo estritamente decrescente para k > 1.

b) Considerando o n® de ovos postos por segundo independente do n® de ovos pos-
tos noutro segundo (disjunto do anterior) e sendo Y = 37_| X, representando
o n° de ovos postos em 5 segundos. P(Y > 3) = 0.735.

c) Seja W a v.a. que designa o ntmero de ovos postos, por segundo, em 40
aviarios identicos. W = 240 X; (X; o nimero de ovos postos por segundo no
i-ésimo avidrio). P(WW < 30) ~ 0.0484

2.69. a) Seja X a v.a. que representa a produgdo semanal (em t) de bananas; X —
N(5,2). P[X < 3] = 0.1587 Como X é simétrica relativamente a u = 5;
P[X > 7] = P[X < 3] =0.1587.

b) O valor da venda ¢ 500X . P[500X < 2000] = 0.3085.

c) Seja Sy a v.a. que representa a produgao de bananas (em t) em 4 semanas,
Sy =31, X; em que X; ~ N (5,2) e X; independentes (i = 1,...,4).
Sy ~N(4x5,2xV4) & S, ~N(20,4). P[S, > 23] = 0.2266.

d) Seja Y a v.a. que representa o ntimero de semanas, em 8 escolhidas ao acaso,
em que a produgao foi inferior a 8 t; ¥ —~ B(8,p) em que p = P[X < 3]
calculada em a). P[Y < 1] = 0.5803

2.71. O risco da prateleira desabar quando se empilham os 99 sacos é baixo, cerca de
2.2%.

2.73. 0.9998

2.74. a) 3.5e42
b) 0.0039

¢) 0.0023

d) 1ou?2.

d) A v.a. tem distribuicdo N(2.5r;0.75,/r). O valor esperado é 2.5r
)

R2.3. a)i) P(G)=P(GNA)+ P(GNB) + P(GNC)=0.85.
ii) P(C|G) =2/9.
b) P(G|A).P(G|B).P(G|C) + P(G|A).P(G|B).P(G|C)+
+P(G|A).P(G|B).P(G|C) + P(G|A).P(G|B).P(G|C) =0.941.
R2.4. a) Tem-se P(BUC) =1/4.
i) P(BUC) =3/4
ii) P(A) =0.6
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R2.5.

R2.7.

R2.9.

R2.11.

R2.12.

iii) P(BUC|A) =0.125

a) 0.8413
b) 0.3083
¢) 0.2674

a)XY‘O 1 2

0 0.141 0.094 0.015
1 0.281 0.188 0.031
2 0.141 0.094 0.015

b) P(X +Y > 1) = 0.859
¢) P(X >1]Y =2) = 0.75
d) E(X+Y)=15eVar(X)=0.5

_ %e ‘ x>0
a) fx(x) { 0, outros valores de
[ tev(y+1), y>0
fr(y) = { 0, outros valores de .

b) Nota: 1 unidade = 5 min; 1 unidade? = 25 min?
E[X — Y] = E[X] - E[Y] =3 — 3/2 = 1.5 unid. & E[X] = 7.5 min.
VarlX = Y] =Var[X]+ Var]Y] —2Cov[X,Y]
Var[X —=Y]=3+47/4—2x%x3/2=7/4unid.? & Var[X — Y] = 43.75 min*.

¢) X e Y nao sao v.a. independentes.

a) k=1.
e_x’ x>0
b) fx(z) = { 0, outros valores de =
B 2y, 0<y<l1
fr(y) = { 0, outros valores de .

Como, fxy(z,y) = 2ye™ = fx(z) X fy(y), paraxz > 0e 0 <y < 1, e
fxy(z,y) =0= fx(z) x fy(y), para os restantes valores de x e y, conclui-se
que as variaveis aleatérias X e Y sao independentes.

Q) P(X>2lY =08) =P (X >2) =e2

d) Como Y é uma v.a. continua entao P [Y = 0.5 = 0.

a) B(X)=0.3, B(X?) =0.7, E(X?) =03 e Var(X) = 0.61.
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b) i) x Y‘ 0 1 ii)D:|X—Y|:{
-1 0.06 0.14
0 0.09 0.21
1 0.15 0.35

R2.13. a) Fy(y) = [*_ fr(t)dt.

0 sey <9
Fyy) =% yv—9 se9<y<10
1 se z > 10.

b) Como as varidveis aleatérias X e Y sao independentes,
f(x,y) = fx(ﬂf) X fY(y)7 V(x,y) S IR'2'

Portanto,

0 1

2(r—-9), 9<x<10e9<y<10

flay) = { 0, outros valores de
c) PO<X <959<Y <9.5]=0.125.
d) P[IX <Y]=1/3.
R2.15. a) a=0.1;¢=0.1;b=0.2.

12
b) XW—”—{ 1/5 4/5.
R2.17. &) 0.667.
b) 750 g
c) ~1
R2.18. a) k=1

c) Sim
d) p =prob. de a producao ser superior a 800 kg
p= fol'g 2(1 — x)dz = 0.04

(z,9).

X — n° de empresas naquelas condigoes X —~ B(20;0.04)

PIX >5|=1- P[X <4

R2.19. a) 30%.
b) ~ 0.977.

R2.20. a) 0.0498.

2

0.44 042 0.14
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R2.21.

R2.23.

R2.24.

R2.26.

R2.27.

R2.28.

b) 0.0592.
0.144.

0.449.

c
d

)
)
)
a) média = 3; variancia = 0.6 .
b) 0.004.
¢) 0.9667.
) 0.27.
) E[X] =04 wvar(X)=0.0592.
) ~0.0918.
) 0.037.
) i) 0.61; i) 0.475.
)

b
c
d

(S

a) Diametro médio dos frutos: 9.4 cm; 24.8% e 45.2% de frutos C1 e C2, respec-

tivamente.
b) 0.58.
c)
Categorias  P(C;) P(Mau/C;)
4 0.25 0.10
Cy 0.45 0.08
Cs 0.30 0.02.

Entao P(Mau)= 0.067.

a) P[X > 800] ~ 0.449329

b) 0.449329
c) = 0.4207

(1 —e72/2) x>0
a) F(x) =

0 <0
b) 0.472

c) P[X >2.0[X > 0.5] =0.472

d) Y - n°de pegas para as quais o tempo de execucao é > 1.5horas;
Y —~ B(6;0.472); P[Y = 0] = 0.0216.

e) ~ 0.9772

a) 0.9773
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b) 0.9773
c¢) Deve pedir-se 379.11 euros

R2.30. b)

1

) 1403.69 horas

) 0.95

iii) ~ 0.1611
X

11

R2.33. Se X ~ U(-6,0) (6 > 0)
-5 —H<x<b
—J 2
fx) = { 0, outros valores de x.
a)
0, r<—0
Flz)=¢ & —fg<z<g
1, x> 0.

_ —0+0 _ _ =0 _ ¢
b) E[X]—TJF—OeVm‘[X]— 12 =3
Como a distribuicao uniforme é simétrica, a mediana, Me, é igual ao valor
médio, logo Me = 0.

Mas, podia calcular-se Me como o valor para o qual F'(Me) = 0.5.

Me+0

20 =05 Me = 0.

F(Me) =

c) i) P[1<Y <0+1]=F(0/2)— F(0)=1/4.
i) Cou(X,Y) = Cou(X,2X +1) £ 2C0v(X, X) = 2Var[X] = 2.
(x) propriedade da covariancia.
iii) Dado que Cov(X,Y) # 0, X e Y sao varidveis aleatérias nao indepen-
dentes.
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