Capitulo II-Teoria da Probabilidade

Nocoes Preliminares

e fendmenos aleatorios — fendbmenos sujeitos a influéncia do acaso
e, como tal, fora do alcance do observador.

e experiéncia aleatoria— todo o procedimento que verifica as
seguintes propriedades:

— pode repetir-se um grande namero de vezes nas mesmas condi¢coes ou pelo
menos em condi¢coes semelhantes;

— a sua realizacao da um resultado de entre um conjunto de resultados possiveis;

— cada um dos resultados da experiéncia & imprevisivel mas é possivel considerar
“estabilidade na frequéncia da sua ocorréncia”.

Fendmenos aleatdrios sao caracterizados pela sua:
iImprevisibilidade e regularidade estatistica
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Exemplos de experiéncias aleatorias

1. lancamento de dois dados e registo do numero de pontos que sai;

2. lancamento de uma moeda e observacao da face que fica voltada
para cima,

3. contagem do namero mensal de acidentes de automoével numa
autoestrada;

4. registo do tempo de vida de uma pessoa, em anos;

5. registo do tempo de trabalho de uma maquina até a primeira avaria.
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Espaco de Resultados. Acontecimento

Espaco de resultados ou espaco amostra— representa-se por €2 —
conjunto de todos os resultados possiveis associados a uma experiéncia

aleatoria.

Para os exemplos anteriores tem-se
1. @ ={(1,1),(1,2),(1,3),..,(6,5),(6,6)};

2. Q = {face valor, ‘face pais’} = {‘FV',)FP’} = {1,0};
3. © = INo;

4, Q) = IN;

5 Q=R".

Acontecimento aleatoério - qualquer subconjunto do espaco de
resultados.
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Algebra dos acontecimentos

Seja €2 0 espaco de resultados associado a uma experiéncia aleatéria.

Diz-se que A C () se realizou se o resultado, w, da experiéncia € um
elemento de A4, i.e., w € A.

e A C B, diz-se A subacontecimento de B, se e sO se a realizacao
de A implica a realizacao de B,

e A°ou A diz-se acontecimento complementar ou contrario a 4, € o
conjunto de todos os elementos de () que nao estao em A;

e A U B, diz-se uniao de A com B, € 0 acontecimento gue consiste
na realizacao de pelo menos um dos acontecimentos.
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Algebra dos acontecimentos (cont.)

e AB ou AN B, diz-se produto ou interseccao, &€ o acontecimento
gue se realiza apenas quando ambos 0s acontecimentos se
realizam.

e Os acontecimentos A e B dizem-se mutuamente exclusivos ou
iIncompativeis se e so se a realizacao de um implica a nao
realizacdo do outro, i.e., se e sO se AB = ().

e A — B = AN B diz-se diferenca dos acontecimentos A e B € 0
acontecimento que se realiza se e so se A se realiza sem que B se
realize.

e () diz-se acontecimento impossivel.

e () diz-se acontecimento certo.
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Algebra dos acontecimentos

Vamos recordar algumas propriedades das operacoes sobre
acontecimentos (procure mais algumas...):

Propriedade

Associatividade
Comutatividade
Distributividade

Leis de Morgan

Interpretacao

(ANB)NC=AN(BNC)
(AUB)UC =AU (BUC)
ANB=BnNA

AUB=BUA
(ANB)UC=(AUC)N(BUC)
(AUB)

ANDB =
AU

NC =
ZF
ANB
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Probabilidade de um acontecimento

Definicao classica — Laplace (séc. XIX), sob a hipotese de que todos os
casos sao igualmente provaveis ou possiveis (principio da simetria).
Probabilidade de realizacao de um acontecimento A

ndmero de casos favoraveis a A

P =— —
numero total de casos possiveis

Definicao frequencista— n repeticoes duma experiéncia aleatoria; n4 0
n° de vezes que se verificou A.
Para n “grande” tem-se para as frequéncias relativas

fn(A) = nA/n ~ P

A probabilidade é entao interpretada como frequéncia limite.
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Probabilidade de um acontecimento

(2— espaco de resultados associado a uma experiéncia aleatoria.

Definicao Probabilidade, P, € uma aplicacao que a cada acontecimento
de ) associa um numero real satisfazendo o seguinte conjunto de
axiomas:

Al) P(A)>0 VACQ;
A2) P(Q) = 1;

A3) P(AUB) = P(A)+ P(B) se AN B=1({. (Axioma das
probabilidades totais).

Se ) é infinito,

A3") P(UXA) =72, P(4;) seA;NA;j=10, i+#j(Axioma
completo das probabilidades totais).
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Leis basicas das probabilidades

1. P(A)=1—-P(A)

2. P() =0

3. AC B= P(A) < P(B)

4. P(A) <1

5. P(A—B)=P(ANB)=P(A) - P(AN B).

6. SeBC A= P(A— B)=P(A) — P(B).

/. Sejam A, ..., A,, acontecimentos mutuamente exclusivos entao

P(UL Ai) = > i, P(A)
8. P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).
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Leis basicas das probabilidades (cont.)

9. PLAUBUC)=P(A)+P(B)+ P(C)—P(ANB)—P(ANC)—
P(BNC)+ P(ANnBNC)

10. Generalizacao: A4, As, ..., A, acontecimentos quaisquer

P(UyzlAi) — Z?:l P(AZ)—P(Al ﬂAg)—P(Al ﬂAg)—...—P(An_l ﬂAn)
—|—P(A1 N As N Ag) + ...+ P(An_g NA,_1N An)
+o (D) IP(AIN AN . NA,).

Exercicio
Sejam A, B e C acontecimentos aleatorios tais que

P(A):P(B):P(O):i; P(AﬂB):P(BﬂC):OeP(AﬂC):é.

Calcule a probabilidade de se verificar pelo menos um dos
acontecimentos A, B ou C.
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Probabilidade condicional

Definicao Chama-se Probabilidade condicional de A dado B ou
probabilidade de A se B e representa-se por P(A|B), com P(B) >0a

" P(ANB) P(AB)
PAB) = =G = Pm)

Podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema das probabilidades compostas
Se P(A) >0, P(B) >0,

P(AB) = P(A) P(B|A) = P(B) P(A|B)
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Independéncia

Definicao Dois acontecimentos A e B dizem-se mutuamente
iIndependentes se e sO se

P(ANB)=P(A) P(B).
Da definicao conclui-se que se A e B sao independentes entao
P(A|B)=P(A)se P(B) >0e P(B|A)=P(B)se P(A) >0.

Teorema
Se A e B sao independentes
Ae B, Ae Be Ae B, também sio independentes.

Nota: Independéncia nao é equivalente a exclusividade matua.

Se P(A) >0e P(B) >0e Ae Bindependentes = A e B s&o nao
mutuamente exclusivos.

Manuela Neves/ISA - 2011/2012 59 /131



Generalizacao a trés acontecimentos

Sejam A, B, C'taisque P(A) >0, P(B) >0 e P(C) > 0, tem-se,
P(ABC)= P(A)P(B|A)P(C|AB) = P(B)P(C|B)P(A|BC) =

— P(C)P(A|C)P(B|AC).

Definicao — Independéncia de trés acontecimentos

Os acontecimentos A, B e (' dizem-se mutuamente independentes ou
apenas independentes se e sO se

P(ABC)= P(A) P(B) P(C); P(AB)= P(A)P(B);

P(AC)= P(A)P(C); P(BC)= P(B)P(C).

Nota: A independéncia par a par nao assegura independéncia de um
conjunto de acontecimentos.
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Exemplo 1

Um supermercado tem para venda trés marcas diferentes de café, A, B e C,
mas todas elas tém embalagens iguais. O supermercado abastece-se das trés
marcas numa proporcao de 4:5:1, respectivamente.

As embalagens devem permitir manter as propriedades do café, mas quando
tém defeito, ao fim de pouco tempo o café perde a qualidade. Tem-se verificado
que a marca A, B e C' tém apresentado, respectivamente, 0.02; 0.01 e 0.015
das embalagens de café em mas condi¢cdes de qualidade.

1. Escolhida uma embalagem ao acaso no supermercado, qual a
probabilidade de o café estar em mas condicoes?

2. Escolhida uma embalagem ao acaso, verifica-se que o café esta em mas
condicoes. Qual a probabilidade de essa embalagem ser do tipo B?
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Teorema da probabilidade total

A resolucao da pergunta 1. baseia-se no seguinte teorema

Teorema da probabilidade total
Sejam A, Ao, ..., A, acontecimentos definindo uma particao sobre (), i.e.,

AiUAU....UA, =Q e AiﬂAj:@ (Z#])

Se P(4;) > 0, entao para qualquer acontecimento B C ) tem-se

P(B) = ZP(BlAi) P(A;).
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Teorema de Bayes

Relativamente a pergunta 2. do exercicio anterior, pretendemos
actualizar a probabilidade de um acontecimento a priori, a custa da
informacao a posteriori.

O seqguinte teorema formaliza a resposta a questao:

Teorema de Bayes

Sejam A;, Ao, ..., A, acontecimentos formando uma particao de 2, onde
P(A;) > 0. Seja B um outro acontecimento de (2, tal que P(B) > 0.
Entao parak =1, ...,n tem-se

P(Ag)-P(B|Ag)

P(Ag|B) = S P(A;).P(B|A;)
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Variavel aleatoria

Muitas vezes o resultado de uma experiéncia aleatoria nao € numerico ou
sendo-o nao interessa lidar com os resultados possiveis de (2, mas
pretende-se associar-lhe uma quantidade numérica.

Exemplo - lancamento de dois dados e soma dos pontos das faces.

E mais comodo associar a cada acontecimento um nimero, definido de
acordo com o objectivo do estudo. Chama-se variavel aleatoria a esta
correspondéncia.

Definicdo Chama-se variavel aleatoria (v.a.) e costuma representar-se
por X, a uma funcdo com dominio €2 e contradominio em IR, cujo valor &
determinado pelo resultado de uma experiéncia aleatoria, i.e,

X:weQl— Xw) =zelR.
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Tipos de variaveis aleatorias

e Variaveis aleatorias discretas se assumem um conjunto finito ou
infinito numeravel de valores.

Exemplos:
— numero de pintas que sai no lancamento de um dado;

— registo, a intervalos regulares, do nimero de pessoas em fila espera na caixa de
um supermercado;

e Variaveis aleatbrias continuas sao as susceptiveis de tomar
gualguer valor real num dado intervalo, que pode ser a recta real
(definicdo mais rigorosa sera dada a frente)

Exemplos:
— 0 peso de um individuo;
— 0 comprimento de um folha.
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Variaveis aleatorias

A cada um dos valores de uma variavel aleatoria X pode associar-se
uma probabilidade Px a que se chama, lei de probabilidade ou
distribuicdo Px := P[X = x]

Voltemos ao exemplo - Seja X a v.a. que designha a soma dos pontos. X
toma os valores

X=2 X=3 X=4 X=5X=6,---,X=12 e
PIX =2]=P({(1,1)})=1/36
PIX =3]=P({(1,2),(2,1)}) = 2/36

P[X =10] = --- = 3/36

P[X=12]=---=1/36

11l As probabilidades fazem lembrar a frequéncia relativa da
Estatistica descritiva
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Variaveis aleatorias

Outra forma de apresentar estas probabilidades!!!

Considerar as probabilidades acumuladas - - -

P[X < 2] =1/36
P[X < 3] =3/36

PX <12]=1

Il Aqui as probabilidades fazem lembrar a frequéncia relativa acumulada
da Estatistica Descritiva

Formalizemos o que acabamos de dizer, comecando com o estudo das
variaveis aleatorias discretas
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Variaveis aleatorias discretas

Seja X uma v.a. tomando n valores, x1, ..., x,,, cada um deles com
probabilidades pq, ..., p,, respectivamente, I.e.,
pi = P[X =], (i=1,---,n).

Definicdo Chama-se funcao massa de probabilidade da v.a. X a
aplicacao que associa a cada valor x; da variavel aleatoria uma

probabilidade p;, sendo p; = P[X = x;]

A funcao massa de probabilidade satisfaz:
pi>0,i:1,...,n Z:L:lp%:]-‘

Nota: Se a v.a. tomar uma infinidade numeravel de valores tem-se
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Variaveis aleatorias discretas

Chama-se distribuicao de probabilidade da v.a. X ao conjunto de
pares (x;, Pi)i=1,--n-

Habitualmente a lei (distribuicao) de probabilidade da v.a. X disp0e-se

na forma:

X:{ r1 T2 ... Ip

pPr P2 .- Pn
A distribuicao de probabilidade da v.a. discreta permite calcular
facilmente
PIX <z]= ) P[X =gz,

ou seja temos a probabilidade cumulativa associada a variavel X
calculada em qualquer = € IR.
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Variaveis aleatorias continuas

Definicdo Uma variavel aleatoria diz-se continua se existe uma funcao
real de variavel real, f, nao negativa, tal que

F(:c)z/_w f(t) dt —oo < x < oo

Definicao A funcao f diz-se funcao densidade de probabilidade ou
apenas funcao densidade. Deve verificar as seguintes condicoes:

+o0
f(x) >0 Vzx e IR; / f(x)dx =1

— OO

Nota:
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Funcao de distribuicao cumulativa

Vimos que, associada a toda a variavel aleatoria (discreta ou continua)
existe uma funcao real de variavel real assim definida:

Definicao Chama-se funcao de distribuicao cumulativa ou apenas
funcao de distribuicao associada a variavel aleatoria X e representa-se
por F ou F'x, a aplicacao

F:IR — [0,1] talque
F(x) = P[X < x].

ORA

—No caso de uma variavel aleatéria discreta esta funcao € uma funcao em
escada, onde os pontos de salto sao os valores onde a v.a. esta definida.
—No caso de uma variavel aleatoria continua trata-se de uma funcao
continua.
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Propriedades da funcao de distribuicao

1. 0<F(x) <1
2. F(—0) =limg—_ooF(x) =0
F(+o00) =limg—yooF(x) =1,

3. F' € uma funcao monotona nao decrescente, i.e., dados dois nUmeros
reais r; e xs tais que z; < xo, tem-se F(x1) < F(x2)

4. F(z) é continua a direita, i.e., limm%ng( r) = F(xq).

5. P(X =a)= F(a) — F(a™) onde
F(a ‘) = limg_,- F(x)
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Funcao de distribuicao e Probabilidade

O conhecimento da funcéo de distribuicdo F'(.) € equivalente ao conhecimento da lei de
probabilidade Px = P.

Como F(z) = P|X < z] — conhecer P = conhecer F(x).
Reciprocamente ... conhecer F'(x), permite calcular a probabilidade dos varios tipos de
intervalos.

® P(X < z)= F(z) (por definicio);

® P(X<z)=P(X<z)-P(X=2)=F(z");

® PX>z)=1—-PX<z)=1-—F(z™);

® P(X>z)=1—-P(X <z)=1- F(x);

® Pla<X<b)=PX<b)—P(X <a)=F(b)— F(a);
® Pla< X <b)=P(X<b)—P(X <a)=F(b")—F(a);
® Pa<X<b=PX<b)—-—P(X<a)=F0b)—F(a™);

® Pa<X<b)=PX<b)—P(X<a)=F®b")—F(a™).
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Valor Méedio

Definicdo Dada uma v.a. X chama-se valor médio, esperanca
matematica, valor esperado ou média e representa-se por
E[X], px ou simplesmente p a

n
E[X] = Z x; p; X év.a. discreta com distribuicao (x;, p;)
1=1

—+ oo
/ x f(x) de X év.a. continua com f.d.p. f(z)

— OO

E[X]

Observacao: Se X for v.a. discreta com uma infinidade numeravel de valores tem-se
E[X] =", xi p;. Neste caso so existe valor médio se “aquela soma infinita existir”.

Analogamente, no caso continuo, s existe valor médio, E[X]| = [~z f(x) dz, se 0
integral for absolutamente convergente.
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Valor Méedio

Se X éumav.a. eY = o(X) & uma funcao real de variavel real,
define-se valor médio de ¢(X) como

Elp(X)] = Z e(x;) p; X év.a. discreta com distribuicao (x;, p;)

Elp(X)] = /+Oo e(x) f(x) de X év.a. continua com f.d.p. f(z)

— OO

Mais uma vez, para que exista valor médio exige-se que exista aquela
“soma infinita” (no caso de se tratar de uma v.a. discreta com uma
iInfinidade de valores) ou a convergéncia absoluta do integral.
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Propriedades do Valor Médio

1. Linearidade
® Ea] = Q.
e Fla+bX]=a+bE[X].
o Elp(X)+¢(X)] = Elp(X)] + E[p(X)]

2. Positividade
Se X > 0, i.e. avariavel toma apenas valores > 0, tem-se E[X]| > 0.

3. inf(X) < B[X] < sup(X)
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Variancia e Desvio Padrao

Definicao: Chama-se variancia de uma variavel aleatoria X e
representa-se por Var[X], 0% ou apenas o2 a

ox = E[(X — p)?]

ox = \/Var[X] chama-se desvio padréo.
Exercicio: Verifique que se pode escrever Var[X] = E[X?] — p?

Propriedades da variancia e do desvio padrao
1. Var[X] >0
2. Varla+b X] = b* Var[X].

Para o desvio padrao tem-se o (.44 x) = |b| ox
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Exemplo 2

O namero de esquentadores vendidos diariamente num estabelecimento € uma variavel
aleatoria, X, com a seguinte distribuicao de probabilidade

v_JOo 1 2 3 4
— 103 03 02 01 0.1

a) Escreva a funcao distribuicao cumulativa de X e represente-a graficamente.
b) Determine P[1 < X < 3|. Interprete esta probabilidade.

c) Se cada esquentador € vendido por 150 Euros qual é a distribuicao de
probabilidade da receita bruta da venda de esquentadores por dia.

d) Calcule a receita bruta esperada da venda de esquentadores por dia.
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Exemplo 3

Seja X av.a. que designa a duracao (em minutos) de cada chamada telefonica efectuada
num certo local, cuja funcao densidade é

re ” x>0

r@=1{ e

a) Mostre que f é de facto uma funcao densidade.
b) Determine a funcao de distribuicao cumulativa de X.

c) Qual a probabilidade de uma chamada ter uma duracao entre 30 segundos e 2
minutos?

d) Calcule a duracao média de uma chamada telefonica.

e) Calcule a variancia de X.
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Ainda o Valor Médio e Variancia

Uma outra forma para calcular o valor médio e a variancia de uma v.a. X
resulta de considerar o calculo de E [etX}, comt € IR, que se existir &
uma funcao de t — Porqué?

Vamos escrever Mx (t) = E [e'*].

Tem-se 0 seguinte resultado:

dMy d2 My
_o=FE|X| e
g =0 = EIX] dt2

im0 = E[X?

Note-se que: Esta funcao a que se chama funcao geradora de
momentos pode ser entdo usada para determinar £ X| e Var|[X],
calculando a primeira e segunda derivadas no ponto O (se existirem).
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Exercicio

Para cada uma das seguintes variaveis aleatorias calcule
E [e**], comt € R:

a) X, variavel aleatoria discreta, associada ao lancamento de uma
moeda equilibrada.

b) X, variavel aleatoria continua, com funcao densidade

e x>0
flw) = { 0 r <0
c) X, variavel aleatoria continua, do Gltimo exemplo
rxe ” x>0
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Funcao geradora de momentos

Propriedades da funcao geradora de momentos de uma v.a. X

1. Myx.p(t) = et My(at).

2. Teorema da unicidade
Se para duas v.a. X e Y se verifica Mx(t) = My (t) entao X e Y
tém a mesma funcao de distribuicao.

Reciprocamente, se existir a funcao geradora de momentos, ela é
Unica.
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Quantis e Mediana de uma variavel
aleatoria
Definicao
Dada uma v.a. X chama-se Quantil de probabilidade p e representa-se
por x, 0 menor valor da variavel aleatoria tal que Fx (xp) > p.

Se p = 0.5, chama-se mediana de X , xo.5, € € 0 menor valor da variavel
tal que F'x (xo.5) > 0.5.

Notas:

e Se X é v.a. continua o quantil de probabilidade p € o valor x, tal que
Fx (Xp) — P

e Entdo se X é uma v.a. continua a mediana yg.5, € a solucao de
Fx(x) = 0.5 < [*%° f(t)dt = 0.5.
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Vectores aleatorios

Muitas vezes pretendemos associar a cada resultado de uma experiéncia
aleatoria k£ > 2 atributos numéricos. Obtemos entao um vector
(x1,---,x1), realizacao do vector aleatorio (X1, -+, Xg).

Iremos referir-nos apenas ao caso k = 2.

Exemplos Pretendemos registar:

e a quantidade de precipitado P e o volume V de gas numa
experiéncia quimica

e para uma arvore seleccionada ao acaso, a altura e o diametro do
tronco a altura do peito . . .
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Pares aleatorios

Definicao Chama-se par aleatorio (X, Y) a aplicacao

(X,Y):Q — IR?
w = (z,y)

Tipos de pares aleatorios que vamos estudar:
e Par aleatorio discreto = componentes sao ambas variaveis aleatorias discretas;

e Par aleatdrio continuo = componentes sao ambas variaveis aleatorias continuas.
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Pares aleatorios discretos

(X,Y) diz-se um par aleatorio discreto se toma os valores (z;,y,) com
probabilidades p;; = P|X = z;,Y = y;|.

Definicao Chama-se distribuicao de probabilidades conjunta do par
(X,Y) aos valores (x;,y;) € respectivas probabilidades p;;

pi; € chamada funcéo massa de probabilidade conjunta e deve
verificar as seguintes condicoes:

pij >0 Vi, j e ZZP@':L
J

()

Um modo comodo de representar a distribuicao de probabilidades
conjunta de um par aleatorio discreto € na forma de uma tabela.
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Pares aleatorios discretos

Dado o par aleatorio discreto (X, Y) chama-se tabela de contingéncia

ou tabela de dupla entrada ao quadro na forma

Pi. = Z?:1 Dij

Y | v Y2 Yn
X
] P11 P12 Pin P1.
2 P21 D22 P2n p2.
Tm Pm1 Pm2 Pmn Pm.
p.1 D.2 D.n 1

e pj= zg;l p;; chamam-se probabilidades
marginais de X e Y respectivamente.
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Pares aleatorios discretos

Define-se probabilidade condicional de X dado Y = y; (fixo) com
PlY =y;] > 0como
P(X=u1.Y =y) _py

P(Y = y;) P’
Do mesmo modo probabilidade condicional de Y dado X = x; (fixo)
com P X = z;] > 0 e x; como

P(XZZC@lY:yj) =

P(X =z;,Y =yj) _ Pij

P(Y:yJ‘X:xi): P(XZZIZ) i
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Pares aleatorios continuos

Um par aleatorio (X,Y) diz-se continuo se existir uma funcao f(x, vy),
chamada funcao densidade (de probabilidade) conjunta, que verifica
as seguintes condicoes:

e f(z,y)
/ / f(x,y)dzdy = 1.
Dado A c R tem-se P[(X,Y) € A] = // f(z,y)dzdy.
A

Define-se densidade marginal de X como fx(x f+ )dy

e densidade marginalde Y como fy(y) = fjoo f(:v,y)d:c
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Pares aleatorios continuos

Define-se densidade condicional de X dado Y = v, fixo, como

fxiy=y(T) = J;(;(,yy))’ fr(y) >0

Analogamente densidade condicional de Y dado X = z, fixo, como

fy|x=2(y) = ];f(’j))a fx(z) >0
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Independéncia de variaveis aleatorias

Definicao Dado o par aleatorio (X, Y) diz-se que as variaveis X e Y sao
iIndependentes se e sO se

e pi; =pip;i Vi, 7, no caso de (X, Y') ser um par aleatorio
discreto

e f(z,y) = fx(2) fy(y) ¥Y(z,y)c R? no caso de (X,Y) ser um
par aleatorio continuo.
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Valor Méedio

Dado o par aleatorio (X,Y), e g : R*> — R, define-se

Elg(X,Y)] =) > g(=i,y;) pij .  nho caso discreto
(|

Elg(X,Y)] = // g(x,y) f(x,y) dedy , no caso continuo.
R2

Propriedades do valor médio

1. Aditividade E[X Y] = E[X]+ E[Y]

2. Desigualdade de Schwarz  Se E[X?] e E[Y?] existem ent&o
E?[XY] < E[X?]|E[Y?].
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Valores Medio - propriedades

Corolario da propriedade anterior: E?[X] < E[X?]
Nota: se E[X?] existe = existe E[X].

3. Se X e Y variaveis aleatorias independentes

4
E[XY] = E[X]E[Y]

Nota: O reciproco nao é verdadeiro: Verifique que se X e Y séo
V. a.s com a seguinte distribuicao de probabilidades

X v|-1 0 1
0 0 13 0
1 13 0 13

tem-se E[XY] = E[X]E[Y]| enoentanto X e Y nao sao independentes
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A covariancia - propriedades

Definicdo: Dado o par aleatorio (X, Y) chama-se covarianciade X e Y
a
Cov[X,Y] = oxy = E[(X — px)(Y — py)]

Exercicio: Verifique que Cov[X,Y]| = E[XY]— E[(X]E[Y]
Propriedades

1. Sejam X e Y variaveis aleatorias.

Var|l X £ Y| =Var|X]|+ VarlY] £ 2Cov[X, Y]

2. Se X e Y sao variaveis aleatorias independentes

Var (X +Y) =Var[X] + VarlY]
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A covariancia - propriedades

3. Se X eY sédov. a’'s independentes = Cov[X, Y] = 0.

Nota: O reciproco nao e verdadeiro.
4. Covla+bX,c+dY] =bd Cov[X,Y].
5. |[Cov[X,Y]| <ox oy.

Ainda uma propriedade da funcao geradora de momentos quando Xe
Y sao variaveis aleatorias independentes

MX+Y(t) = MX(t) X My(t)

Nota: Esta propriedade sera de extrema utilidade mais adiante quando

se pretender estudar propriedades de modelos discretos e continuos em
certas situacoes.
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O coeficiente de correlacao

Definicao: Chama-se coeficiente de correlacaode X eY e
representa-se por p ou px,y a

Cov[X,Y]
l) p— l))(,}f p—

OX Oy

(cx >0e oy >0).

Propriedades do coeficiente de correlacao
1. -1<pxy <1
2. Se X eY saov. a. independentes — pxy =0.

PXY se bd >0

3. —
Pa+bX,c+dY —pxY se bd < 0
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Principais Distribuicoes Discretas

e Distribuicao uniforme discreta

e Distribuicao de Bernoulli e binomial
e Distribuicao Binomial Negativa

e Distribuicao Hipergeométrica

e Distribuicao de Poisson
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A distribuicao uniforme discreta

Definicao Uma v.a. X diz-se ter distribuicao uniforme discreta se
P(X=x)=1/k, i=1,.. k,ie., setoma os valores

L1y L2 5 o0 » Lk
com probabilidades 1/k,1/k,...,1/k

Valor médio, variancia e funcao geradora de momentos

k n k T
BIX]| = 15 o VarlX] = 10w — )% My(t) = 1305 e,

Caso particular

e X:{l/n I/n - 1/n

E[X] =" Var[X] =251 e Mx(t) = Sg=ons t #0
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A distribuicao de Bernoulli

realizacao de um acontecimento sucesso
nao realizacao do acontecimento insucesso

Experiéncia = {

Exemplos:
® 0 teste de uma dada droga num rato e o registo da reaccao positiva ou negativa;

® ainspeccao dos items numa linha de fabrico para observar se cada um é defeituoso ou nao;

Cada uma das repeticoes sucessivas da experiéncia — prova.

Definicdo: Chama-se variavel aleatoria de Bernoulli a variavel X,
associada ao resultado de cada prova de Bernoulli e considera-se

e X = 1, com probabilidade p, se ha sucesso;

e X = 0, com probabilidade 1 — p = q, se ha insucesso.
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A distribuicao Binomial

Considere-se uma sucessao de provas de Bernoulli independentes
satisfazendo:

e cada prova tem apenas um de dois resultados possiveis: sucesso
OuU INSucesso.

e em cada prova a probabilidade de sucesso, p, permanece
constante, sendo g = 1 — p, a probabilidade de insucesso.

e 0 resultado de cada prova é independente do resultado das
restantes.

Definicao: A v.a. X que conta 0 numero de sucessos em n provas nas
condicOes acima chama-se variavel aleatoria binomial, diz-se ter
distribuicao binomial e representa-se por X —~ B(n,p).
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A distribuicao binomial

Exemplo

Numa experiéncia colocam-se 5 bolbos de junquilho a germinar, de um
pacote com uma garantia de germinacao de 40% dos bolbos. Qual a
probabilidade de, desses 5 bolbos, 3 germinarem?

Como a germinacao € independente de bolbo para bolbo, a probabilidade
de germinarem 3 bolbos de entre 0s 5 é entao

(3) (0.4)® (0.6)*

Entao sendo X a v.a. que conta o numero de sucessos em n provas de
Bernoulli independentes, X —~ B(n,p),temos a

Caracterizacao dav.a. X —~ B(n,p):

r=0,1,2,....n — n° de “sucessos” nas n provas
PX=x]=")p*(1—p)" " — probabilidade de se
observarem x “sucessos”
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A distribuicao binomial

Exercicio: Para n = 8 e varios valores de p, veja a funcao massa de
probabilidade.

x~B(8,0.1) x~B(8,0.4) x~B(8,0.7)

‘ | ' O o o o o ] I | ‘ | ‘ | 0 o
| | | | | | | | | |
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8

X X X

prob
prob

prob
00 01 0.2 03 04

0.00 0.0 0.20 0.30

0.00 010 0.20

Sugestao: Consulte as folhas de Introducao ao software @ e use 0s
comandos (por exemplo, para obter o primeiro grafico):

>Xx < —0:8
> plot(x,dbinom(x,size=8,prob=0.1),type="h", col = "red”,
Iwd=4,xlab="x",main="X ~ B(8,0.1)”,ylab="prob”)
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A distribuicao binomial

Valor médio, variancia e funcao geradora de momentos de
X —~ B(n,p)

E(X] =np; Var[X]=npq; Mx(t) = (p e’ + q)n

Relacao entre a distribuicao do numero de sucessos e de
INSucessos

X ~B(n,p) = (n—X) ~ B(n,1—p).

Para valores de n < 20(25), existem tabelas para o calculo das
probabilidades.

As tabelas que temos a disposicao apresentam os valores da
funcao de distribuicao cumulativa.
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A distribuicao binomial negativa

Considere-se de novo provas de Bernoulli, mas . . .
em gue se considera fixo 0 numero de "sucessos”, k.

Pretende-se contar o nUmero de provas independentes necessarias até
obter aqueles Kk “sucessos”

A variavel, X ,assim definida, diz-se ter distribuicao binomial negativa e
é costume representar-se por X —~ BN (k,p)

p € a probabilidade constante de "sucesso’de prova para prova
k € o nUmero de "sucessos”.

Esta distribuicdo nao sera considerada no programa deste ano
lectivo — faremos referéncia apenas ao caso particulark =1
— distribuicao geomeétrica - slide 106
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A distribuicao binomial negativa

Caracterizacao dav.a. X —~ BN (k, p):

Valores rx=kk+1,...
Probabilidades P [X = z] = (§_])p*q® "
com 0<p<l, g=1—p

Valor médio, variancia e funcao geradora de momentos de
X —~ BN(k, p)

BIX|=%  Var[X]=% Mx(t)=(2%) (gt <1)
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A distribuicao geometrica

Considere-se de novo que temos provas de Bernoulli, mas . . .
gue o numero de provas nao é fixo pois ... pretendemos ir realizando
provas até ocorrer pela primeira vez o “sucesso”.

Seja entdao X o numero de provas necessarias até que ocorra pela
primeira vez o “sucesso”. Diz-se que X tem distribuicdo geomeétrica
e costuma representar-se por X —~ Geo(p).

Caracterizacao da v.a. X —~ Geo(p)

P(X =x]=pg* ' 2=1,2,.. O<p<l g=1-p

Valor médio, variancia e funcao geradora de momentos

Mx(t) = £%; (qet <1); E[X]=1/p; Var[X]=q/p?

Manuela Neves/ISA - 2011/2012 106/ 131



A distribuicao geometrica

Teorema - Propriedade da falta de memoria da distribuicao geométrica
Se X —~ Geo(p) entao sendo m e n inteiros positivos

PIX >m+n|X >m|=P|X >n|

Nota: Interpretando a distribuicdo geométrica como o nimero de provas
gue se vao realizando a espera de se observar um "sucesso”:

se tiverem decorrido mais de m provas sem que se tenha verificado um
"sucesso”, a probabilidade de se ter de esperar mais de n provas para se
observar um "sucesso” € a mesma caso se estivesse no inicio da
experiéncia.

Observacao: O reciproco deste teorema também é verdadeiro.
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A distribuicao hipergeométrica

Mas ... ha experiéncias nas quais a probabilidade de sucesso nao se
mantém constante, nao sendo as provas independentes.

Exemplo

Num lote de 20 pneus enviados a um fornecedor sabe-se que ha 5
defeituosos. Um cliente val a esse fornecedor comprar 4 pneus. Qual a
probabilidade de levar 2 defeituosos?

Ha 5 defeituosos e 15 bons e por cada pneu que vai sendo retirado
altera-se a probabilidade de o proximo vir a ser defeituoso.
- O total de modos de seleccionar 4 pneus quaisquer do lote é (240)

- Ha (g) modos de seleccionar 2 defeituosos e, para cada um destes ha
(%) modos de escolher 2 bons.

Portanto ...
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A distribuicao hipergeométrica

A probabilidade de, dos 4 pneus escolhidos ao acaso, 2 serem

- . )
defeituosos (e portanto 2 bons) é: 50
()
Diz-se que temos uma experiéncia hipergeométrica se
dada uma populacao de dimensao

K "“sucessos”
N com {

, — extraimos, sem reposicao n
N — K “Insucessos POSIE

Definicao
A v.a. X que conta o niumero de sucessos numa experiéncia

hipergeométrica € uma v.a. hipergeométrica de parametros N, ne K e
costuma representar-se por X —~ H(N,n, K)
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A distribuicao hipergeométrica

. dos K seleccionar =z
2
Qual a probabilidade de { dos N — K seleccionar n—x

Seja X —~ H(N,n, K)

) ()

)

max(0,n — N + K) < x < min(n, K)

Valor médio e variancia de X —~ H(N,n, K)

E(X] = n%; Var|[X] = n% (1 — %) N_n
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A distribuicao hipergeométrica

Observacao: Quando N >> n, a probabilidade de sucesso em cada
tiragem sem reposicao varia muito pouco de prova para prova , entao . . .
— pode considerar-se a distribuicao binomial como uma aproximacao
da distribuicao hipergeométrica com p = K/N, i.e.,

Resultado: Se N bastante maior que n tem-se

H(N,n,K)~ B(n,p), com p= K/N.

Como regra pratica, pode considerar-se boa a aproximacao para
n < N/10.
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A distribuicao de Poisson

Considere gue pretende contar, por exemplo, o nUumero de:

e chamadas telefonicas recebidas numa central telefobnica num certo
Intervalo de tempo;

e chegadas de clientes a uma bilheteira durante um certo periodo;

e chegadas de sinistrados a um banco de um hospital durante um certo
periodo;

e dias que uma dada escola fecha durante o inverno;
e erros de tipografia por pagina;
Se a contagem do numero de “sucessos” que ocorrem num dado

intervalo de tempo ou num dominio especifico, satisfaz as seguintes
condicoes:

Manuela Neves/ISA - 2011/2012 112/ 131



A distribuicao de Poisson

e 0 numero de “sucessos’~ que ocorrem num dado intervalo de tempo ou
dominio & independente do nimero que ocorre em qualquer outro
intervalo ou dominio disjunto do anterior;

e a probabilidade que o “sucesso’ se verifigue uma vez em qualquer
intervalo muito curto ( ou regiao muito pequena ), de amplitude ¢, é
proporcional a ¢ , i.e, € igual a A\é e nao depende do nimero de sucessos
gue ocorrem fora desse intervalo ou regiao;

e a probabilidade de que o “sucesso’ se verifigue mais do que uma vez num
intervalo ou dominio de amplitude muito pequena é ~ 0.

diz-se que estamos perante experiéncias de Poisson ou um processo
de Poisson
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A distribuicao de Poisson

Definicdo A v.a X que conta o0 numero de sucessos numa experiéncia de
Poisson diz-se ter distribuicao de Poisson e depende apenas do
parametro A — ndmero médio de sucessos que ocorrem no intervalo de
tempo ( ou na regiao especificada).

Representa-se por X —~ P(\) e aleide probabilidade é:

e AN\

x!

P X =x| = : x=20,1,2....

Nota: Facilmente se verificaque P[X =z >0 Vz =0,1,2..., mas para mostrar que
—A T ~ ;. . ;o ~
Yo &—2— =1, sAo necessarios conhecimentos sobre séries de fungdes que

=0 x!

actualmente os alunos nao possuem.
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A distribuicao de Poisson

Valor médio, variancia e funcao geradora de momentos

Mx(t) =erMe'™=1)  E[X]=X Var[X] = A

Teorema da estabilidade da soma

Seasva. X; ¢=1,...,ksaoindependentes e X; —~ P()\;) entao
k k
> i r (L)
1=1 1=1

Existem tabelas da Poisson para consulta — funcao de distribuicao
cumulativa.
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A distribuicao de Poisson

A distribuicao de Poisson surge ainda como o limite da distribuicao
binomial quando n — co e p — 0.

Teorema
Quando n — oo e p — 0, mantendo-se constante o produto np tem-se

X ~B(n,p) = X~ P} com A\ = np.

Regra pratica Em geral, a distribuicao de Poisson fornece uma boa
aproximacao da distribuicao binomial quando n > 20 e p < 0.05
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Principais DistribuicOes Continuas

e Distribuicao uniforme continua
e Distribuicao de Gauss ou Normal

e Distribuicao Exponencial
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A distribuicao uniforme continua

Definicao Uma v.a. continua diz-se ter distribuicao uniforme ou
rectangular no intervalo (a, b) e representa-se por X —~ U(a, b) se a
funcado densidade de probabilidade (f.d.p.) & da forma:

f(x)—{l/(b_a) a<x<b

10 r<a ou x>b.

Valor médio, variancia e funcao geradora de momentos

b ta

—a)? ett—e
E[X] =% Var[X] =035 e Mx(t) = S5y, t #0

Caso particular: A distribuicdo U (0, 1)
Exercicio: Escreva a funcdo densidade, a funcao distribuicdo cumulativa, valor médio,
variancia e funcao geradora de momentos.
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A distribuicao normal ou de Gauss

Surge século XVIII — ligada ao estudo dos erros de medicoes repetidas
de uma mesma guantidade.

Papel fulcral nas Probabilidades e Estatistica, porque:

e Mmuitas variaveis biométricas tém uma distribuicao muito proxima da
normal;

e por vezes uma variavel que nao € normal pode ser transformada de um
modo simples numa outra com distribuicao normal;

e a parte central de muitos modelos nao normais & por vezes razoavelmente
bem aproximada por uma distribuicao normal.
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A distribuicao normal ou de Gauss

Definicao Uma v.a. continua X diz-se ter distribuicao normal ou de
Gauss com parametros u e o e representa-se por X —~ AN (u,0) se a
sua f.d.p. & da forma:

F(2) = ———eap _%(fc—uf

V2T o o
—00 < & < +00, —00 < 1 < +00, 0 <o <400
f. densidade da N(0,1) f. densidade da N(0,2) f. densidade da N(2,2)
S S S
(@] o o
N N
(@] o

0.0
| |
| | |
0.0 0.2
| | |

0.0

Gréaficos da funcao densidade normal para alguns valores de u e o.
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A distribuicao normal ou de Gauss

Propriedades da curva densidade da variavel com distribuicao
normal

1. E simétrica relativamente a u.
2. E uma curva unimodal, a moda é u.

3. Tem pontos de inflexaoem u+ o e u — o.

Valor médio, variancia e funcao geradora de momentos

o?t?
2 pt =+
E[X]|=p; Var[X]=o0“ e Mx(t)=c¢ 2 VvVtelR
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A distribuicao normal reduzida

Definicdo Se u = 0 e o = 1 a variavel aleatoria com distribuicao
N (0, 1) chama-se normal reduzida.

Vamos considerar as seguintes notacoes quando usamos a
normal reduzida

1 2
Z~N@O1); ¢z)=e 2 e &()=PlZ<7]

Propriedade Em consequéncia da simetria
b(—2z)=1— P(2)

Tabelas — dao o valor da funcao de distribuicao cumulativa da normal
reduzida.
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A distribuicao normal ou de Gauss

Alguns teoremas de grande importancia no estudo da normal.
Teorema

Seja X ~ N(u,0) ava. Y =a+bX étambém normal e tem-se
Y ~ N(a+bu,|blo).

Corolario - muito importante
X —p
(o)

~ N(0,1).

Seja X —~ N(u,0),entdoav.a. Z =
X —p

tem distribuicao normal

reduzida, I.e., Z =

Exercicio Uma vacaria tem uma producao diaria de leite que se admite sequir
uma lei normal com 4 =950l e o =501

a) Qual a probabilidade de se ter uma producao inferior a 1000 litros?

b) Qual a percentagem de dias em que a producao ultrapassa a producao
média em mais de 100 litros?
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A distribuicao normal ou de Gauss

Teorema Sejam X1, ..., X,,, v.a. normais independentes, tais que

X1 ~N(p1,01), Xo~N(p2,02) -+ Xp —~N(tn,on).

Ava. X = X7 + X5 + ... + X, tem distribuicao normal de parametros
(p,0), com

p=p1+ p2+ . +py, e az\/a%+a§+...+ag

Exercicio Ainda o exercicio da vacaria . . .

c) Se naregiao existe outra vacaria, com uma producéao diaria que se admite
normal com 1 =900 [ e o = 40 [, funcionando independentemente da
primeira, qual a probabilidade de num dado dia a producao total das duas
vacarias ser superior a 1800 litros?
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A distribuicao normal ou de Gauss

Exercicio — Generalizacao do teorema

Mostre que, sendo X1, ..., X,, v.a. nas condicoes do teorema,

a1 X1+ as Xo+ ... +a, X, tem distribuicao normal de parametros
(w,0), compu =ai g1+ ag g + ... + an by €

o =+/a?o?+ai ol +..+a o2

Corolario

Sejam X; n v.a. normais independentes e semelhantes, I.e., tendo todas

o0 mesmo valor médio 1 e a mesma variancia 2.

As variaveis aleatorias soma e média, definidas respectivamente como
Sn =2 i1 Xi © Xp = %Z?:l X

tem distribuicao normal assim definida

Sn —~ N(np,o/n) ¢ X, ~N(u,o//n).
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O Teorema Limite Central

Provamos que a soma de NORMAIS independentes € ainda uma
normal.
Mas temos mais ...

a distribuicao aproximada da SOMA de n variaveis aleatorias com
QUALQUER lei, mas independentes, identicamente distribuidas e
verificando certas condicoes € também normal.

Teorema limite central

Sejam X4, ..., X,, variaveis aleatorias independentes e identicamente
distribuidas, com valor médio p e variancia o (finita). A v.a.

Sn = Y ..., X, verifica quando n & “grande”:

S, —nu
o\/n

N (0, 1)

Manuela Neves/ISA - 2011/2012 126/ 131



Aplicacoes do Teorema Limite Central

X., —
Note que também se tem, n 1N, 1).

o/vn

Teorema de De Moivre
Seja X uma v.a. com distribuicdo binomial com valor médio = np e
variancia ¢ = npq. Entdo quando n — oo,

X —np

v 1pq

~ N(0,1)

Recorde-se que se, na distribuicao binomial, n grande e p =~ 0(ou 1) uma
boa aproximacao é dada pela distribuicao de Poisson.

E agora para valores de p ~ 1/2 o teorema limite central oferece
muito boa aproximacao para a normal.

Manuela Neves/ISA - 2011/2012 127/ 131



Aplicacoes do Teorema Limite Central

Exercicio Utilizando o R obtenha os seguintes graficos da funcao massa
de probabilidade de X —~ B(8,0.2), X —~ B(8,0.5) e X —~ B(25,0.2).

0.30

0.20
|

dbinom(x1, 8, 0.2)
dbinom(x1, 8, 0.5)
dbinom(x2, 25, 0.2)

0.10
|

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20
|

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

0.00

O que observa?

Regra pratica Se na distribuicao binomial np > 5eng > 5 —
a aproximacao pela distribuicdo normal é boa.
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Aplicacoes do Teorema Limite Central

Teorema

. . X —
Seja X —~ P(\). Quando A — co entao A

VA

~ N(0,1).

Regra pratica: A aproximacao é considerada boa para A > 20.

Observacao: Quando consideramos a aproximacao da distribuicao
binomial pela Poisson, ambas eram distribuicoes discretas.

Os dois teoremas acabados de enunciar dao-nos uma aproximacao
duma v.a discreta por uma continua.

Neste caso € necessario fazer-se o que se designha por correccao de
continuidade gue consiste em considerar todo o inteiro £ representado
pelo intervalo (kK — 1/2,k + 1/2).
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A distribuicao exponencial

Uma variavel aleatoria diz-se ter distribuicao exponencial de parametro
B e representa-se por X —~ Exp(3) se afuncao densidade é

flz) =

%e—x/ﬁ >0, >0
0 <0

Aplicacoes: Duracao de vida, teoria da fiabilidade, tempos de
espera,etc.

Valor médio, variancia e funcao geradora de momentos

Mx(t) = 125 (t <1/Bt); E[X]=p; Var[X]=p?
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A distribuicao exponencial: observacoes

Relacao entre a distribuicao exponencial e a distribuicao de
Poisson: Considere-se contagens de sucessos em intervalos de tempo.
O tempo ao fim do qual se verifica o primeiro sucesso € uma variavel

aleatoria continua.

Teorema Se X, niumero de sucessos num intervalo de tempo, € tal que
X —~ P()\) entao W a v.a. que designa o tempo de espera pelo primeiro
sucesso (ou o tempo entre a ocorréncia de dois sucessos consecutivos)

satisfaz
W —~ Exp(B =1/)\).

Exercicio: Verifique que a distribuicao exponencial goza da propriedade
da falta de memoria.
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