2 REGRESSAO LINEAR SIMPLES

Exercicios - Estatistica e Delineamento - 2011 /12

2 Regressao Linear Simples

1. Suponha que foi realizado um ensaio para avaliar o crescimento radicular de uma certa cultivar
de uma espécie agricola. Para o efeito, foi medido o comprimento (em mm) da raiz principal (y),
decorridos x dias. Obtiveram-se os seguintes resultados:

z |1 7 13 20 27 34 62
y |5 10 12 29 36 83 102

Utilize o programa R para responder as seguintes questoes.

Crie dois vectores com os valores das variaveis x e y.
Crie um objecto de tipo data frame com as duas variaveis.
Crie uma nuvem de pontos dos dados.

Ajuste uma recta de regressao de comprimento das raizes sobre nimero de dias. Discuta o
significado biol6gico dos valores obtidos para o declive da recta e para a ordenada na origem.
Comente.

Comente a qualidade da recta obtida, calculando o seu coeficiente de determinacao, e inter-
pretando o valor obtido.

Trace a recta de regressao obtida em cima da nuvem de pontos e comente.
Calcule a Soma de Quadrados Total (SQT), a partir do calculo da variancia amostral de y.
Calcule o valor da Soma de Quadrados da Regressao (SQR).

Calcule a Soma de Quadrados dos Residuos (SQRE), directamente a partir dos residuos, e
verifique numericamente a relacao fundamental da Regressao Linear: SQT=SQR+SQRE.

2. O ficheiro Azeite.x1ls, disponivel na pagina web da disciplina (sec¢ao material de Apoio), é um
ficheiro de tipo folha de calculo, comum a aplicagoes de escritorio como o LibreOffice, OpenOffice
ou MicrosoftOffice. A folha de célculo contém dados relativos & produgao de azeite em Portugal
no periodo 1995-2010, disponibilizados pelo Instituto Nacional de Estatistica (www.ine.pt). As
colunas “Azeitona” e “Azeite” correspondem a produgao de azeitona oleificada (em t) e azeite (em
hl), respectivamente.

(a)
(b)

Abra o ficheiro Azeite.x1s e guarde a folha de céalculo num ficheiro Azeite.txt (utilizando
o Save as com a opgao Ficheiro de Texto). Coloque esse ficheiro na pasta de trabalho do R.

Numa sessao do R, guarde os dados do ficheiro Azeite.txt (criado na alinea anterior) numa
data frame de nome azeite, através do comando:

> azeite <- read.table("Azeite.txt", header=TRUE)

Crie a nuvem de pontos relacionando as produgoes de Azeite (eixo vertical, variavel y) e
Azeitona (eixo horizontal, variavel z).

Com base na nuvem de pontos, sugira um valor para o coeficiente de correlagao entre as duas
varidveis. Avalie a sua sugestao calculando o valor de r,,. Comente o valor obtido.

Calcule as estimativas de minimos quadrados para os paradmetros da recta de regressao, e
comente o seu significado.
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2 REGRESSAO LINEAR SIMPLES

(f) Calcule a precisao da recta de regressao estimada de y sobre x e comente o valor obtido.

3. Demonstre as seguintes relagoes algébricas:

(a)

=

(x; —T) = 0, para qualquer conjunto de n valores, {z;}7_,, de média T.
1

~.
Il

n

n n
(b) (n—1)covyy = > (x: —T)(yi —Y) = >_(xi —T)yi = Y (y; — )i, para quaisquer conjuntos de
i=1 i=1 i=1

n valores, {x;}7 1, e {y;}"_; de médias T e 7, respectivamente.

4. Deduza as expressoes para o declive e ordenada na origem da recta de regressao, resultantes de
minimizar a soma dos quadrados dos residuos:

Cov
by = —2
S
bo gfbll'

5. Mostre que, numa Regressdo Linear Simples, baseada em n pares de observagoes {(z;, y;) " ,, se
verifica:

(a) A igualdade da média dos valores observados e da média dos valores ajustados de y.
(b) A média dos residuos (e; = y; — §;) € nula.
(¢) SQT = SQR+ SQRE, sendo as trés Somas de Quadrados definidas como:

SQT = 3 (wi—7’ = (n-1)-5;

SQR = Z(gﬁy)? = (n—1)- s

n

SQRE = zn:(yz—mf = Z e? = (nfl)usi,

i=1 i=1

onde s? indica a variancia amostral das quantidades representadas por *.
n
(d) SQR=10b%-(n—1)-s2, onde (n —1)-s2 = > (z; — 7)%
i=1
6. Mostre que o declive da recta de regressao de y sobre = se pode escrever em termos do desvio padrao
de cada varidvel e do coeficiente de correlagao entre as duas variaveis, sendo dado por:
S
Yy
b1 = sz .

xT

7. O programa R tem varios conjuntos de dados disponiveis. Um desses conjuntos de dados designa-se
anscombe e pode ser visto apenas escrevendo o nome do objecto. Utilizando estes dados, determine,
e comente os valores obtidos para:

(a) As médias de cada variavel x; e y; (i =1:4).

(b) As variancias de cada variavel z; e y; (i =1:4).
)
)

(c

(d) Os Coeficientes de Determinacao associados as quatro rectas indicadas na alinea anterior.

O valor dos parametros by e by nas quatro rectas de regressao de y; sobre z; (i = 1,2,3,4).
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Apo6s comentar os resultados obtidos, construa as quatro nuvens de pontos { (xE] ),ygj )) 11, para

7 =1:4. Comente esses graficos, a luz dos valores anteriormente obtidos.

8. Utilizando os dados das medi¢oes morfométricas sobre 150 lirios, contidos no objecto iris do R,
responda as seguintes questoes:

(a) Construa a nuvem de pontos de Comprimento das Pétalas (eixo horizontal, variavel ) e
Largura das Pétalas (eixo vertical, variavel y).

(b) Ajuste a recta de regressao de Largura (y) sobre Comprimento (z), ¢ desenhe-a sobre a nuvem
de pontos.

(¢) Ajuste a recta de regressao de Comprimento sobre Largura, mantendo os nomes de  (Com-
primento) e y (Largura), ou seja, calcule a “recta de = sobre y”.

(d) Sobre a nuvem de pontos original, trace agora a recta de regressio de Comprimento sobre
Largura - a “recta de x sobre y”. (NOTA: Tenha em atencao que uma equagao x = by + by y
tem, na forma canoénica, equagao y = fZ‘l) + % x). Verifique que a recta de regressao de y
sobre z é diferente da recta de regressao de x sobre y.

(e) Explique o facto de as rectas obtidas nas alineas anteriores serem diferentes.

9. O programa R tem um grande nimero de pacotes adicionais disponiveis. Um desses pacotes adi-
cionais designa-se MASS e pode ser carregado mediante o comando library(MASS).

Considere o conjunto de dados Animals, disponivel no referido modulo MASS, onde se listam pesos
meédios dos cérebros (em g) e dos corpos (em kg) para 28 espécies animais. Pretende-se estudar uma
eventual relagao entre pesos do cérebro (variavel resposta) e pesos do corpo (variavel preditora).

(a) Construa uma nuvem de pontos de pesos do corpo (eixo horizontal) e pesos do cérebro (eixo
vertical).

(b) Construa agora nuvens de pontos com as seguintes transformacgoes de uma ou ambas as var-
iaveis:
i \/y vs. z;
ii. log(y) vs. x;
iil. y vs. log(x);
iv. log(y) vs. log(z).

(c) Explicite a relacao de base entre as variaveis originais (nao logaritmizadas) associada a uma
relagao linear entre as variaveis logaritmizadas. Comente.

Nas alineas seguintes considere sempre os dados logaritmizados.

(d) Cousidere a nuvem de pontos das variaveis logaritmizadas. Identifique os trés pontos que se
destacam na parte inferior direita da nuvem. (NOTA: explore o comando identify do R).
Comente.

(e) Ajuste a recta de regressao de log-peso do cérebro sobre log-peso do corpo (utilizando a total-
idade das observagoes). Trace essa recta sobre a nuvem de pontos e comente.

(f) Considere agora a estimativa para o declive da recta, by = 0.49599. Qual o significado biologico
deste valor, quer na relagao entre varidveis logaritmizadas, quer na relagao entre as variaveis
originais (nao logaritmizadas)?

Nas restantes alineas, considere apenas os dados (logaritmizados) respeitantes a espécies que nao
sejam de dinossdurios.
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(g) Ajuste a recta de regressao de log-peso do cérebro sobre log-peso do corpo. Trace essa recta
sobre a nuvem de pontos e comente. (NOTA: Aproveite a nuvem de pontos anterior, com
a totalidade das espécies, para melhor compreender o efeito da exclusao das trés espécies de
dinossaurios sobre a recta ajustada).

(h) Cousidere agora a estimativa para o declive da nova recta, by = 0.75226. Qual o significado
biologico deste valor, quer na relagao entre variaveis logaritmizadas, quer na relagao entre as
varidveis originais (ndo logaritmizadas)?

Na resolucao dos Exercicios sequintes, de natureza inferencial, considere o Modelo da Regressao Linear
Simples.

10. Mostre que a média (Y) das observagoes de Y, é uma variavel aleatoria nao correlacionada com o
estimador do declive da recta, 81, ou seja, mostre que:

cov(?,ﬁl) = 0.

11. Mostre que o estimador da ordenada na origem da recta tem a seguinte distribuigao:
A 1 72
nN yol = ———— ,
o (0 [+

(.Ti — 5)2.

ol

onde (n —1)-s2 =

=1

12. Considere de novo os dados do Exercicio 1, admitindo agora que se trata de uma amostra aleatéria
de raizes da cultivar em questao. Responda as seguintes alineas.

(a) Obtenha estimativas das variancias e desvios padroes associados as estimativas dos parametros
da recta, By e (.

(b) Obtenha um intervalo a 95% de confianga para o declive 1 da correspondente recta popula-
cional.

(¢) Obtenha um intervalo a 95% de confianga para a ordenada na origem Sy da recta populacional.

(d) Utilize um teste de hipoteses para validar a seguinte afirmagao: “por cada dia a mais, a raiz
da cultivar cresce, em média, 2mm”.

(e) Utilize um teste de hipoteses para validar a seguinte afirmagcao: “por cada dia a mais, a raiz
da cultivar cresce, em média, menos do que 2mm’.

(f) Utilize um teste de hipoteses sobre o declive da recta populacional 81 para validar a seguinte
afirmagao: “nao existe uma relagao linear significativa entre dias e comprimento da raiz, para
a referida cultivar”.

(g) Valide de novo a afirmagao anterior, mas agora utilizando um teste de ajustamento global do
Modelo (teste F).

(h) Para cada uma das seguintes transformacoes dos dados, verifique o que se altera e o que
permanece igual nos resultados anteriores. Comente.

i. a contagem do numero de dias comega em zero, no dia da primeira observagao (z — z—1).
ii. a contagem do tempo faz-se em namero de horas (z — 24 - x).
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iii. a medida do comprimento da raiz ¢ feita em centimetros (y — {5).

iv. em simultaneo as transformagoes das alineas (i) e (iii).
13. Considere os estimadores [y e 1 dos pardmetros duma recta de regressao.

(a) Mostre que a covariancia entre os dois estimadores dos parametros da recta é dada por:

To?

(n—1)-s3°

cov(Bo, B1) = —

(b) Deduza da alinea anterior que os estimadores de [y e de $1 nao sio, em geral, independentes.
Indique uma condi¢ao necesséria para que o sejam.

14. A estatistica do teste de ajustamento global do modelo (teste F') ¢ dada por F = QQAyRRE. 0]
Coeficiente de Determinacio define-se como R? = gg_]; Com base nestas definigoes, e tendo em

conta as propriedades das somas de quadrados,
(a) Mostre que a estatistica F' se pode escrever também como:

R2

(b) Verifique, a partir da expressdo anterior, que a estatistica F' é (para n fixo) uma fun¢ao
crescente do Coeficiente de Determinacao. Interprete esse facto, em termos do significado de
R? e a natureza do teste de ajustamento global.

15. Mostre que, numa Regressao Linear Simples, a estatistica F' = QQJ\%zRE do teste de ajustamento
global é o quadrado da estatistica T" = —BL__ o teste ¢ para a hipotese Hy : 1 = 0. Tendo

QMRE
(n—1)-s2

em conta os resultados dados na disciplina de Estatistica (dos 1°% ciclos do ISA), relacionando as
distribuigoes t e F', conclua que, numa Regressao Linear Simples, estes dois testes sao equivalentes.

16. Considere os dados do Exercicio 9. Trabalhe sempre com os dados logaritmizados, para a totalidade
das espécies.

(a) Considere a presenca de erros aleatorios na relagdo linear entre as variaveis logaritmizadas:
log(Y) = Bo + P1log(x) + €. Qual a consequéncia para a relagdo entre as variaveis origi-
nais (nao logaritmizadas) associada a presenca dos erros aleatorios? E como se traduzem
os restantes pressupostos do Modelo de Regressdo Linear (normalidade, homogeneidade de
variancias, independéncia) em termos dessa relagao entre as variaveis originais (ndo logarit-
mizadas)?

(b) Analise os principais resultados associados a regressao ajustada na alinea 9e¢). Considere em
particular os valores do Coeficiente de Determinacgao, e os resultados do teste F' de ajustamento
global. Como se explica:

i. que o valor do Coeficiente de Determinacao nao seja particularmente bom, quando o teste
F sugere que a rejeigao da hipotese nula do teste de ajustamento é muito enféatica?

ii. que o Coeficiente de Determinagao nao seja particularmente elevado, sendo evidente a
partir da nuvem de pontos que existe uma boa relagao linear entre log-peso do corpo e
log-peso do cérebro para a generalidade das espécies?

(c¢) Construa um intervalo de confianga a 95% para o declive da recta que relaciona log-peso do
corpo e log-peso do cérebro. E admissivel falar-se numa relacio isométrica entre peso do corpo
e peso do cérebro?
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(d) Estude os graficos dos residuos para detectar a existéncia de eventuais problemas com os
pressupostos do modelo. Em particular, veja como a presenca das trés espécies de natureza
diferente das restantes esta a afectar estes gréficos.

Nas restantes alineas, considere apenas os dados (logaritmizados) respeitantes a espécies que nao
sejam de dinossdurios.

(e) Analise os principais resultados associados a regressao ajustada na alinea 9g). Compare com
os resultados obtidos na alinea 9e) e comente. Em particular, como se explica a elevacao
consideravel no valor do Coeficiente de Determinagao?

(f) Construa um intervalo de confianga a 95% para o declive da recta que relaciona log-peso do
corpo e log-peso do cérebro. Perante o novo valor de by, serda agora admissivel falar-se numa
relagao isométrica entre peso do corpo e peso do cérebro?

(g) Preveja o valor esperado do log-peso do cérebro para espécies com peso de corpo igual a 250kg.
Construa um intervalo de confianca para esse valor esperado.

(h) Counstrua um intervalo de predigao associado ao peso do cérebro duma espécie cujo peso do
corpo seja 250kg. Compare com o intervalo de confianga obtido na alinea anterior e comente.

(i) Estude os graficos dos residuos para detectar a existéncia de eventuais problemas com os
pressupostos do modelo. Comente as suas conclusoes, tendo presente os graficos analogos
obtidos com a presenca das 3 espécies de dinossaurios.

17. Considere agora o conjunto de dados relativos a 62 espécies de mamiferos, que é dado no objecto
mammals do pacote MASS, e cuja natureza é semelhante aos dados do Exercicio 9.

(a) Construa uma nuvem de pontos de pesos do corpo (eixo horizontal) e pesos do cérebro (eixo
vertical).

(b) Tendo em vista uma relagao alométrica entre as duas variaveis, construa agora uma segunda
nuvem de pontos, desta vez entre os logaritmos de cada variavel. Comente os dois graficos.

(c¢) Explicite a relagao de base entre as variaveis originais (nao logaritmizadas) associada a uma
relagao linear entre as variaveis logaritmizadas. Comente.
Nas alineas seguintes considerar os dados logaritmizados, para a totalidade das espécies.
(d) Ajuste a recta de regressao de log-peso do cérebro sobre log-peso do corpo. Trace essa recta
sobre a nuvem de pontos e comente.

(e) Analise os principais resultados associados & regressao ajustada. Considere em particular os
valores do Coeficiente de Determinagao, e os resultados do teste F' de ajustamento global.

(f) Qual o significado biologico da estimativa do declive da recta, quer na relagao entre variaveis
logaritmizadas, quer na relagio entre as variaveis originais (néo logaritmizadas)?

(g) Construa um intervalo de confianga a 95% para o declive da recta que relaciona log-peso do
corpo e log-peso do cérebro. Sera agora admissivel falar-se numa relagao isométrica entre peso
do corpo e peso do cérebro?

(h) Estude os graficos dos residuos para detectar a existéncia de eventuais problemas com os
pressupostos do modelo.

18. Dado o Modelo de Regressao Linear Simples, considere o estimador do valor esperado de Y,

associado a X = z, ou seja, o estimador jiy|, = BO + Bl x. Mostre que a sua variancia é
Vliiy|.] = o? % + %} NOTA: Tenha em atengdo o Exercicio 13.
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19. No contexto do Modelo de Regressao Linear Simples,

(a) Mostre que a covariancia entre valores observados e ajustados da variavel resposta é dada por
~ —\2 ~ A ~ ~
cov(Y;,Y;) = 0% |1+ (@i —T) SUGESTAOQO: Recorde que Y; = B + b1 ;.

(n—1)s2 |-

(b) Calcule a covariancia entre cada observagao de Y e o respectivo residuo, ou seja, cov(Y;, E;).

(c) Mostre que a covariancia entre cada valor ajustado de Y e o respectivo residuo é nula, ou seja,
mostre que cov(f’i, E;)=0,Vi=1,..,n. Com base neste resultado, justifique a utilizacdo do
grafico de residuos vs. valores ajustados de Y para estudar o comportamento dos residuos (em
vez de, por exemplo, o grafico de residuos vs. valores observados de Y).

(d) Com o auxilio dos resultados anteriores, mostre que os residuos tém a distribui¢ao indicada nas

aulas tedricas, ou seja, mostre que E;, N AN ( 0,0%-(1— h”)) , onde hy = %4’ ((716_71)5122 .

20. No contexto da Regressao Linear Simples,

(a) Determine o valor esperado da soma de quadrados associada a Regressao (SQR).
SUGESTAQO: Utilize a formula para SQR obtida na ultima alinea do Exercicio 5.

(b) Compare os valores esperados dos quadrados médios QMR e QM RE. Com base nessa com-
paragao, justifique a natureza unilateral direita da regiao de rejeicao associada ao teste de

ajustamento global, cuja estatistica de teste ¢ F' = —QQIVI[V%;-
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