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1. A equagao de base do modelo pode ser re-escrita como:
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2. Em relagao a regressao linearizada:
(a) Valores omissos na tabela:
e Valor da estatistica ¢: por defini¢ao, teq. = &bk . Tendo em conta os valores da tabela,
B

. __ 0.0002472
obtém-se tcalc = 00000321 ~ 7.70.

e Valor da estatistica [: sabemos que numa Regressao Linear Simples, a estatistica
F é o quadrado da estatistica ¢ associada ao teste do declive da recta, 3. Assim,
FLue = 7.70% ~ 59.3.

e Graus de liberdade da estatistica F: sabemos que, nas Regressoes Lineares em geral,
sao dados por p e n — (p+ 1), onde p indica o namero de variaveis preditoras (p + 1
¢ o numero de parametros do modelo) e n o nimero de observacoes com base nas
quais foi ajustado o modelo. Tem-se p = 1 e n = 12. Assim, os graus de liberdade
sdo, respectivamente, 1 e 10.

(b) O teste de ajustamento do Modelo de Regressao Linear consiste num teste em que se
coloca como Hipdtese Nula a equivaléncia do modelo com o modelo sem preditores,
y = a+¢€, e como Hipdtese Alternativa a negagao dessa hipotese. Assim, e no caso duma
Regressao Linear Simples:

Hipoteses: Hy: (=0, vs. H{:6#0

s MR

Estatistica do Teste: F' = % N Flpn—(p+1)) S0b Hy.

Nivel de Significancia: v = 0.05

Regiao Critica: Unilateral direita, rejeitando-se Hy caso Feae > fry(1,10)-

Valor calculado da estatistica: Na alinea anterior verificou-se que este valor é 59.3,
e que a sua significincia empirica (p-value) é quase nula (0.0000164), pelo que se en-
contra claramente dentro de qualquer Regiao Critica plausivel (isto é, para qualquer
nivel de significAncia sensato).



Assim sendo, rejeita-se a Hipdtese Nula, ou seja, o Modelo Linear ajustado é significativa-
mente diferente do modelo sem preditores. Como ¢é sabido, esta conclusao nao equivale,
por si 86, a afirmar que o Modelo se ajusta bem aos dados, mesmo tendo em conta o
baixissimo p-value associado ao teste. Mas o valor relativamente elevado do Coeficiente
de Determinacao (0.8557) aponta para um ajustamento efectivamente bom.

(c¢) O coeficiente da variavel preditora indica a variacao esperada na varidvel resposta, dado
um aumento unitdrio na varidvel preditora. No nosso caso, e tendo em conta as trans-
formacoes, tal significa que o valor esperado do reciproco da taxa de reacgdo, por cada
aumento de uma unidade no reciproco da concentracao, é de 0.0002472.

(d) Pede-se para calcular um intervalo de confianca para « (na relagdo entre as variaveis
transformadas). Tal intervalo ¢ da forma (onde, no extremo inferior se indicam as quan-
tidades envolvidas, e no extremo superior os respectivos valores):

| a" — toos -6, , 0.0051072 + 2.228 -0.0007040 |
] 0.00354 , 0.00668 | .
1

Tendo em conta que este ¢ um intervalo a 95% de confianca para o/ = =, e que a
assintota horizontal & direita da curva y = ﬁ—xx é a recta y = a, temos que a hipétese do
enunciado corresponde a admitir que a = 210, em cujo caso % = 0.004762. Este é um

valor admissivel & luz do intervalo de confianca obtido.
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1. by = 0.61469 corresponde & estimativa da variagdo esperada no peso da arvore (varidvel
resposta) para um aumento de um dm no perimetro do tronco (variavel preditora associada
ao coeficiente [33).

2. Pede-se para efectuar o seguinte teste:

Hip(‘)teses: Ho : ﬁl =0 ws. H1 :ﬁl 7& 0

Estatistica do Teste: .4, = f—l N ty—(p+1); caso Hy seja verdadeira.
B1

Nivel de Significancia: v = 0.05
Regiao Critica: Bilateral, rejeitando-se Hy caso |teqre| > te (n—(p+1)) = l0.025(44) = 2.015368.

Conclusoes: Pelo enunciado temos t.,. = —2.397, pelo que se rejeita Hy ao nivel de sig-
nificancia v = 0.05.

Assim, a varidvel Y1 (perimetro do tronco) parece contribuir de forma nao negligenciavel
(embora nao particularmente enfatica) para os valores da variével resposta (peso da arvore).

3. O modelo ajustado tem trés variaveis preditoras. Destas, apenas uma tem coeficiente associado
que nao difere significativamente de zero, como se depreende da leitura, no enunciado, da
tabela que resume os resultados do ajustamento, em que apenas a variavel Y2 tem um p-value
associado relativamente elevado: 0.12630. Assim, essa é a tiinica variavel que, individualmente,
poderé ser excluida do modelo sem que tal decisao afecte de forma significativa o ajustamento.
O melhor submodelo com duas varidveis preditoras serd assim o submodelo com as varidveis
Y1 (perimetro do tronco) e Y'3 (perimetro do tronco aos 15 anos de vida) como preditores.



4. Nesta alinea pede-se para comparar dois Modelos, sendo um deles o Modelo Completo, com
as trés variaveis preditoras Y1, Y2 e Y3, e o outro o submodelo que apenas tem a variavel
preditora Y'3. Utilizando o Teste aos modelos encaixados (teste F' parcial), temos:

Hoy: B =032=0, vs. Hy:B1#0V B #0

Hipét : £ ]
1poteses ( Submodelo admissivel) wvs. ( Submodelo nao admissivel)

2_p2
Estatistica do Teste: F = ﬁc_}%s = p(le)

R% indica o coeficiente de Determinagao do Modelo Completo, R% indica o Coeficiente de
Determinacao do Submodelo, p e k indicam o ntumero de preditores no modelo completo
e no Submodelo, respectivamente, e n o niimero de observagdes.

N Flp—kn—(p+1))s Caso Ho seja verdadeira, e onde

Nivel de Significancia: v = 0.05.
Regiao Critica: Unilateral. Rejeitar Ho se  Figie > fy(2,44) = 3.209278, para v = 0.05.

Conclusoes: No nosso caso, e tendo em atencao os valores dados no enunciado, tem-se R% =
0.908 e % = 22. O valor que nao estd imediatamente disponivel é o valor de R%.
Mas tendo em atengao que o Submodelo corresponde a uma Regressao Linear Simples,
e que nesse tipo de regressao o coeficiente de determinagao é o quadrado do coeficiente
de correlacao entre a (unica) variavel preditora e a variavel resposta, temos (a partir
da matriz de correlagdes dada no enunciado) R% = (0.9456171)% = 0.8941917. Assim,
tem-se: Frqe = 3.301985, pelo que (por pouco) se rejeita Hy ao nivel v = 0.05, ou seja,
pode considerar-se que os modelos diferem de forma significativa.

5. Apenas se altera a varidvel resposta, que passa a ser Y* = Y4 % 0.4536. Assim,

(a) H nao se altera, uma vez que a matriz X definida pelas variaveis preditoras (e o vector
de n uns, associado & constante aditiva no modelo) é a mesma.

(b) O novo vector ajustado corresponde a multiplicar o anterior vector ajustado pela con-
stante 0.4536. De facto, Y* ¢ dado por Y* = HY* = H (Y4 - 0.4536) = 0.4536 Y4,
onde Y4 = HY4 indica o vector ajustado expresso em libras.

(¢) O Coeficiente de Determinacio R? nio sofre alteracdes. De facto, sabemos que R? =

SQR _ 3(3i—7)° . : = A .
SOT = Sy J& se viu que a transformacgao dos valores observados y; de libras

em quilogramas implica que também os valores ajustados g; sofram uma transformacao
multiplicativa andloga. A mesma transformacao afecta a média 77 das observacoes. Assim,
quer a Soma de Quadrados associada & Regressao (SQR) quer a Soma de Quadrados
Total SQT sofrem uma transformacdo multiplicativa com o mesmo factor 0.45362, pelo

que o quociente R? = % permanece inalterado.
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1. O Modelo de Regressao Linear Simples admite que existem n pares de observacoes {(z;,yi) }1' .
com as observacoes da variavel X consideradas fixas e as observacoes da variavel Y sendo re-
alizacoes de v.a.s Y; para as quais:

o Yi=a+fz;+¢€,Vi=12,..n, (a, B, x; constantes; {¢;}} | varidveis aleatorias).



e Os erros aleatorios verificam ¢; N N (0,0), Vi =1,2,...,n.
e Os erros aleatorios {¢;}1 ; sdo variaveis aleatérias independentes.
Como se viu nas aulas, dado este modelo, temos:
e As variaveis Y; sdo variaveis independentes, com distribui¢do Y; N N (a + Bz;,0);
e 0 estimador do parametro o é dado por: & = ?—ﬁf = En: d;Y;, onde d; = %— (Ig;f)f,

i=1
sendo Syp = >0 (2, —%)2 =Y 0 (7 — T)xy.

Logo,

e & ¢é uma combinacao linear de Normais independentes, e portanto Normal;

e Pelas propriedades do valor esperado (e como E[ﬁ] = [ e EY;] = a+ fx;), tem-se:

~ n

E[d]:E[V]—EE[ﬁ]:E[%i;Yi} —ﬁfz%-Z(oﬂ—ﬁﬂ:i)—ﬁfza%—ﬁf—ﬁfza.

i=1
e Pelas propriedades da variancia (e tendo em conta que os Y; sdo v.a.s independentes e as
expressoes disponiveis no Formuldrio: V[3] = 02/S., e Covla, ] = —0°T/Syz), tem-se:

VY] = V|a+47]

1 o -
Ny = A 7|+ 2
& 14 ”;:1 f, Vial+V[Bz]+ 2-Covld,z0]
1 e A, o 5 A
& FE VIYi] = Vg +z* V|3 +2T - Covld, ]
i=1
1 , o, a2 72 52
& 3no = Vial+z —SM—Q- 5
2 2 =2 2
& Vg = —(; — 7 —SU +2 xSU
{ =
& Vg = 02-[5%—;—]

2. Sabemos que, em R", o Coeficiente de Determinacio R? ¢ o quadrado do cosseno do angulo
0 entre o vector centrado das observacoes de Y, y° e a sua projeccao ortogonal sobre o
subespago gerado pelas colunas da matriz X (definida & custa das variaveis preditoras), Hy®.
Nesse caso, a razao % é a cotangente ao quadrado do dngulo 6. Entao,
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Assim, a condigao para a rejei¢ao da Hipotese Nula (ou seja, para a rejei¢ao da inutilidade do
modelo de regressao linear) é que o angulo entre y© e a sua projec¢ao ortogonal sobre C(X)
nao seja demasiado grande.



