
INSTITUTO SUPERIOR DE AGRONOMIAESTATÍSTICA E DELINEAMENTO � 2008/09RESOLUÇ�O DE ALGUNS EXERCÍCIOSI1. A equação de base do modelo pode ser re-es
rita 
omo:
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.2. Em relação à regressão linearizada:(a) Valores omissos na tabela:

• Valor da estatísti
a t: por de�nição, tcalc = b
σ̂

β̂

. Tendo em 
onta os valores da tabela,obtém-se tcalc = 0.0002472
0.0000321 ≈ 7.70.

• Valor da estatísti
a F : sabemos que numa Regressão Linear Simples, a estatísti
a
F é o quadrado da estatísti
a t asso
iada ao teste do de
live da re
ta, β. Assim,
Fcalc ≈ 7.702 ≈ 59.3.

• Graus de liberdade da estatísti
a F : sabemos que, nas Regressões Lineares em geral,são dados por p e n− (p + 1), onde p indi
a o número de variáveis preditoras (p + 1é o número de parâmetros do modelo) e n o número de observações 
om base nasquais foi ajustado o modelo. Tem-se p = 1 e n = 12. Assim, os graus de liberdadesão, respe
tivamente, 1 e 10.(b) O teste de ajustamento do Modelo de Regressão Linear 
onsiste num teste em que se
olo
a 
omo Hipótese Nula a equivalên
ia do modelo 
om o modelo sem preditores,
y = α+ ǫ, e 
omo Hipótese Alternativa a negação dessa hipótese. Assim, e no 
aso dumaRegressão Linear Simples:Hipóteses: H0 : β = 0, vs. H1 : β 6= 0Estatísti
a do Teste: F = QMR

QMRE
∩ F(p,n−(p+1)) sob H0.Nível de Signi�
ân
ia: γ = 0.05Região Críti
a: Unilateral direita, rejeitando-se H0 
aso Fcalc > fγ(1,10).Valor 
al
ulado da estatísti
a: Na alínea anterior veri�
ou-se que este valor é 59.3,e que a sua signi�
ân
ia empíri
a (p-value) é quase nula (0.0000164), pelo que se en-
ontra 
laramente dentro de qualquer Região Críti
a plausível (isto é, para qualquernível de signi�
ân
ia sensato). 1



Assim sendo, rejeita-se a Hipótese Nula, ou seja, o Modelo Linear ajustado é signi�
ativa-mente diferente do modelo sem preditores. Como é sabido, esta 
on
lusão não equivale,por si só, a a�rmar que o Modelo se ajusta bem aos dados, mesmo tendo em 
onta obaixíssimo p-value asso
iado ao teste. Mas o valor relativamente elevado do Coe�
ientede Determinação (0.8557) aponta para um ajustamento efe
tivamente bom.(
) O 
oe�
iente da variável preditora indi
a a variação esperada na variável resposta, dadoum aumento unitário na variável preditora. No nosso 
aso, e tendo em 
onta as trans-formações, tal signi�
a que o valor esperado do re
ípro
o da taxa de rea
ção, por 
adaaumento de uma unidade no re
ípro
o da 
on
entração, é de 0.0002472.(d) Pede-se para 
al
ular um intervalo de 
on�ança para α (na relação entre as variáveistransformadas). Tal intervalo é da forma (onde, no extremo inferior se indi
am as quan-tidades envolvidas, e no extremo superior os respe
tivos valores):
]

a′ − t0.025 · σ̂α̂′
, 0.0051072 + 2.228 · 0.0007040

[

] 0.00354 , 0.00668 [ .Tendo em 
onta que este é um intervalo a 95% de 
on�ança para α′ = 1
a
, e que aassíntota horizontal à direita da 
urva y = ax

b+x
é a re
ta y = a, temos que a hipótese doenun
iado 
orresponde a admitir que a = 210, em 
ujo 
aso 1

a
= 0.004762. Este é umvalor admissível à luz do intervalo de 
on�ança obtido.II1. b3 = 0.61469 
orresponde à estimativa da variação esperada no peso da árvore (variávelresposta) para um aumento de um dm no perímetro do tron
o (variável preditora asso
iadaao 
oe�
iente β3).2. Pede-se para efe
tuar o seguinte teste:Hipóteses: H0 : β1 = 0 vs. H1 : β1 6= 0Estatísti
a do Teste: tcalc = β̂1

σ̂
β̂1

∩ tn−(p+1), 
aso H0 seja verdadeira.Nível de Signi�
ân
ia: γ = 0.05Região Críti
a: Bilateral, rejeitando-se H0 
aso |tcalc| > tα
2
(n−(p+1)) = t0.025(44) = 2.015368.Con
lusões: Pelo enun
iado temos tcalc = −2.397, pelo que se rejeita H0 ao nível de sig-ni�
ân
ia γ = 0.05.Assim, a variável Y 1 (perímetro do tron
o) pare
e 
ontribuir de forma não negligen
iável(embora não parti
ularmente enfáti
a) para os valores da variável resposta (peso da árvore).3. O modelo ajustado tem três variáveis preditoras. Destas, apenas uma tem 
oe�
iente asso
iadoque não difere signi�
ativamente de zero, 
omo se depreende da leitura, no enun
iado, databela que resume os resultados do ajustamento, em que apenas a variável Y 2 tem um p-valueasso
iado relativamente elevado: 0.12630. Assim, essa é a úni
a variável que, individualmente,poderá ser ex
luída do modelo sem que tal de
isão afe
te de forma signi�
ativa o ajustamento.O melhor submodelo 
om duas variáveis preditoras será assim o submodelo 
om as variáveis

Y 1 (perímetro do tron
o) e Y 3 (perímetro do tron
o aos 15 anos de vida) 
omo preditores.2



4. Nesta alínea pede-se para 
omparar dois Modelos, sendo um deles o Modelo Completo, 
omas três variáveis preditoras Y 1, Y 2 e Y 3, e o outro o submodelo que apenas tem a variávelpreditora Y 3. Utilizando o Teste aos modelos en
aixados (teste F par
ial), temos:Hipóteses: H0 : β1 = β2 = 0, vs. H1 : β1 6= 0 ∨ β2 6= 0

⇔ ( Submodelo admisśivel) vs. ( Submodelo não admisśivel)Estatísti
a do Teste: F =
R2

c−R2

S

1−R2
c
· n−(p+1)

p−k
∩ F(p−k,n−(p+1)), 
aso H0 seja verdadeira, e onde

R2
C indi
a o 
oe�
iente de Determinação do Modelo Completo, R2

S indi
a o Coe�
iente deDeterminação do Submodelo, p e k indi
am o número de preditores no modelo 
ompletoe no Submodelo, respe
tivamente, e n o número de observações.Nível de Signi�
ân
ia: γ = 0.05.Região Críti
a: Unilateral. Rejeitar H0 se Fcalc > fγ(2,44) = 3.209278, para γ = 0.05.Con
lusões: No nosso 
aso, e tendo em atenção os valores dados no enun
iado, tem-se R2
C =

0.908 e n−(p+1)
p−k

= 22. O valor que não está imediatamente disponível é o valor de R2
S .Mas tendo em atenção que o Submodelo 
orresponde a uma Regressão Linear Simples,e que nesse tipo de regressão o 
oe�
iente de determinação é o quadrado do 
oe�
ientede 
orrelação entre a (úni
a) variável preditora e a variável resposta, temos (a partirda matriz de 
orrelações dada no enun
iado) R2

S = (0.9456171)2 = 0.8941917. Assim,tem-se: Fcalc = 3.301985, pelo que (por pou
o) se rejeita H0 ao nível γ = 0.05, ou seja,pode 
onsiderar-se que os modelos diferem de forma signi�
ativa.5. Apenas se altera a variável resposta, que passa a ser Y ⋆ = Y 4 ∗ 0.4536. Assim,(a) H não se altera, uma vez que a matriz X de�nida pelas variáveis preditoras (e o ve
torde n uns, asso
iado à 
onstante aditiva no modelo) é a mesma.(b) O novo ve
tor ajustado 
orresponde a multipli
ar o anterior ve
tor ajustado pela 
on-stante 0.4536. De fa
to, Ŷ⋆ é dado por Ŷ⋆ = HY⋆ = H (Y4 · 0.4536) = 0.4536 Ŷ4,onde Ŷ4 = HY4 indi
a o ve
tor ajustado expresso em libras.(
) O Coe�
iente de Determinação R2 não sofre alterações. De fa
to, sabemos que R2 =
SQR
SQT

=
P

(ŷi−y)2
P

(yi−y)2
. Já se viu que a transformação dos valores observados yi de librasem quilogramas impli
a que também os valores ajustados ŷi sofram uma transformaçãomultipli
ativa análoga. A mesma transformação afe
ta a média y das observações. Assim,quer a Soma de Quadrados asso
iada à Regressão (SQR) quer a Soma de QuadradosTotal SQT sofrem uma transformação multipli
ativa 
om o mesmo fa
tor 0.45362, peloque o quo
iente R2 = SQR

SQT
permane
e inalterado.III1. O Modelo de Regressão Linear Simples admite que existem n pares de observações {(xi, yi)}

n
i=1,
om as observações da variável X 
onsideradas �xas e as observações da variável Y sendo re-alizações de v.a.s Yi para as quais:

• Yi = α + βxi + ǫi, ∀i = 1, 2, ..., n, (α, β, xi 
onstantes; {ǫi}
n
i=1 variáveis aleatórias).3



• Os erros aleatórios veri�
am ǫi ∩ N (0, σ), ∀i = 1, 2, ..., n.
• Os erros aleatórios {ǫi}

n
i=1 são variáveis aleatórias independentes.Como se viu nas aulas, dado este modelo, temos:

• As variáveis Yi são variáveis independentes, 
om distribuição Yi ∩ N (α + βxi, σ);
• o estimador do parâmetro α é dado por: α̂ = Y − β̂ x =

n
∑

i=1
diYi, onde di = 1

n
− (xi−x)x

Sxx
,sendo Sxx =

∑n
i=1(xi − x)2 =

∑n
i=1(xi − x)xi.Logo,

• α̂ é uma 
ombinação linear de Normais independentes, e portanto Normal;
• Pelas propriedades do valor esperado (e 
omo E[β̂] = β e E[Yi] = α + β xi), tem-se:

E[α̂] = E[Y ]− xE[β̂] = E

[

1
n

n
∑

i=1
Yi

]

− βx = 1
n
·

n
∑

i=1
(α + βxi)− β x = α + βx− β x = α.

• Pelas propriedades da variân
ia (e tendo em 
onta que os Yi são v.a.s independentes e asexpressões disponíveis no Formulário: V [β̂] = σ2/Sxx e Cov[α̂, β̂] = −σ2x/Sxx), tem-se:
V

[

Y
]

= V
[

α̂ + β̂ x
]

⇔ V

[

1

n

n
∑

i=1

Yi

]

= V [α̂] + V [β̂ x] + 2 · Cov[α̂, xβ̂]

⇔
1

n2
·

n
∑

i=1

V [Yi ] = V [α̂] + x2 · V [β̂] + 2x · Cov[α̂, β̂]

⇔
1

n2
· n σ2 = V [α̂] + x2 ·

σ2

Sxx
− 2 ·

x2 σ2

Sxx

⇔ V [α̂] =
σ2

n
− x2 ·

σ2

Sxx
+ 2 ·

x2 σ2

Sxx

⇔ V [α̂] = σ2 ·

[

1

n
+

x2

Sxx

]

.2. Sabemos que, em R
n, o Coe�
iente de Determinação R2 é o quadrado do 
osseno do ângulo

θ entre o ve
tor 
entrado das observações de Y , yc, e a sua proje
ção ortogonal sobre osubespaço gerado pelas 
olunas da matriz X (de�nida à 
usta das variáveis preditoras), Hyc.Nesse 
aso, a razão R2

1−R2 é a 
otangente ao quadrado do ângulo θ. Então,
Fcalc =

n − (p + 1)

p
· ctg2 θ > fγ

⇔ ctg θ >

√

p

n − (p + 1)
· fγ

⇔ tg θ <

√

n − (p + 1)

p · fγ

⇔ θ < arctg

√

n − (p + 1)

p · fγ4



Assim, a 
ondição para a rejeição da Hipótese Nula (ou seja, para a rejeição da inutilidade domodelo de regressão linear) é que o ângulo entre yc e a sua proje
ção ortogonal sobre C(X)não seja demasiado grande.
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