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1. Considere a funcao f : [0,2] — R, definida por f(x) = (z —1)? + 1.

(a) Calcule e represente num diagrama cobweb as primeiras 3 iteragoes da equagao

ZTpy1 = f(xn), com xo = %.

Res: 71 = f(z0) = f(3) = B, 25 = f(a1) = 2L e 23 = f(20) = 28T

y = f(x)
zo =1 1 2
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(b) Justifique que equagao as diferengas x,+1 = f(x,), admite solucao (dnica)

para qualquer condigao inicial zy € [0, 2], e determine essa solugao.

Res: E sabido que a equacao as diferengas x,11 = f(x,) com f: D — R,
admite solugao (unica) para todo o xg € D se e s6 se f(D) C D, o que
acontece neste caso pois D = [0,2] e f(D) = [1,2]. Tem-se,
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A solucdo é portanto z,, = (zo — 1)2" +1, n > 0.

Determine os pontos fixos de f e classifique-os quanto a estabilidade. Qual a
bacia de atraccao dos pontos fixos assimptoticamente estaveis?

Res: Os pontos fixos de f sao as solugoes da equacao f(z) = z. Ora,

flz) ==



Tem-se |f(1)] =0 < 1e |f(2)] =2 > 1 pelo que z = 1 é um ponto fixo
hiperbdlico assimptoticamente estavel e x = 2 é um ponto fixo hiperbdlico
instavel.

7

Por definicao a bacia de atraccdo de um ponto fixo z* é o conjunto das
condigbes iniciais xg para as quais se verifica lim,_, ;o x, = *. Se z¢ € [0, 2],
tem-se |xo — 1] < 1 e pela a alinea anterior,

lim z, = lim (zo—1)>" +1=1.
n—-+00 n—-—+00

Se xy = 2, x, = 2 para todo o n (pois z = 2 é um ponto fixo da dinamica)
pelo que
lim =z, = 2.
n—-—+o0o

Assim a bacia de atrac¢ao do ponto fixo hiperbélico z =1 é [0, 2].

(d) Mostre que f nao admite 2-ciclos.

Res: Por definicdo os 2-ciclos correspondem aos pontos fixos de f2 = fo f
que nao sao pontos fixos de f. Ora,

FA2) = (flz) - 1)2+1= ((m—1)2+1—1>2+1:(x—1)4—i—1.
Assim,

(z—1D*+1=2z
(-1t =(x—-1)=0
& (z-D((z-1)>-1)=0.
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=
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Como = = 1 e x = 2 sdio pontos fixos de f, sdo também pontos fixos de f2.
Isto significa 2 —1 e 2 — 2 dividem f?(z)—z = (z—1)((z— 1) —1) e portanto
que (z —1)3 — 1 = 2® — 322 + 32 — 2 admite a raiz z = 2. De facto, dividindo
este polinémio por  — 2 usando a regra de Ruffini,

obtemos (z — 1)? — 1 = (z — 2)(2% — 2 + 1). Como o polinémio z? — z + 1
nao admite raizes reais (verifique usando a férmula resolvente), a equagao
f?(r) = x ndo admite solucdes para além dos pontos fixos de f, z = 1 e
x = 2. Logo f nao admite 2-ciclos.

2. A evolucao do nimero de células N(t) > 0 de um tumor é muitas vezes descrita
pela equacao diferencial de Gompertz

N
N':—aNln<€>, a,b>0.

(a) Determine e classifique quanto & estabilidade, as solugoes constantes da equagao
de Gompertz (em fungao dos parametros a e b).

Res: Trata-se de uma equagao separavel auténoma do tipo

N’ = f(N) = —aNIn (%) .



Tem-se N
f(N)=0 < N1n<?> =0 & N=0\/N=0b

Como N(t) > 0 por hipdtese, a tinica solugao solugao constante do problema
é N(t) = b. Esta solugao constante é assimptoticamente estavel pois

f'(b) = —a <ln% + 1) =—a <0.

Determine as solugoes nao constantes da equacao de Gompertz quando a = 1.

Res: Separando as varidveis e integrando obtemos,

/diNN:/(—a)dt:—at—FC, CeR.

Como (ln ( %))I = L a primitiva no membro esquerdo é imediata, tendo-se

=1
/diN_ln m(ﬁ)
NI (%) b )|

Assim,
N(t

ln#‘ = ¢~ @HC teR,

isto é, .
—at

N@t)=+be" """,  teR
Como N(t) > 0 por hipétese, a solugao geral reduz-se a

N@t) =be "™,  teR

Determine . h+m N (t). Interprete o resultado obtido em fun¢ao dos resultados
—+o00

da alinea (a).

Res: Tem-se limy o, N(t) = limHoobee_ch = b. Logo a longo prazo o

numero de células converge para b que corresponde a solugao constante as-
simptoticamente estavel.

3. Na seguinte figura encontra-se representado o retrato de fase de um sistema linear
auténomo Y’ = AY que descreve o movimento de particulas no plano, em que
(y1(t),y2(t)) designa a posicao de uma dada particula no instante t.




Sabe-se que a matriz A admite os valores proprios A\ =2 e A = —1.

(a)

(b)

Classifique a origem enquanto ponto de equilibrio do sistema indicando a sua
estabilidade.

Res: Trata-se de um ponto de sela logo instavel.
Indique, justificando, a solucao geral do sistema.

Res: Observando a figura constatamos que existem duas direcgdes préprias
u=(1,1) e v = (1,0) associadas as rectas yo = 0 e y; = ya, respectivamente.
Uma vez que as trajectdrias se aproximam da origem (ponto de equilibrio
do sistema), segundo a recta y; = y2 e se afastam segundo a recta yo = 0,
A= —1 <0 é o valor préprio de A associado ao vector préprioue A =2 >0
é valor préprio associado ao vector préprio v. Como os valores proprios sao
reais distintos, a solucao geral é da forma,

Y(t)=Aetu+ Be*v=Ae(1,1) + Be*(1,0), A, B eR.

Se a posi¢ao de uma particula no instante ¢t = 0 fér o ponto (2, 1), qual serd
a sua posicao no instante ¢ = In27 Interprete geometricamente o resultado
obtido.

Res: Usando a condigao inicial Y (0) = (2, 1), isto ¢,
(Ae P+ Be* Ae™t) = (2,1),

concluimos que A = 1 e B = 1. Portanto a curva integral que passa no
instante ¢ = 0 no ponto (2,1) é dada por

Y(t) =e (1,1) + €*(1,0).

Substituindo no instante ¢ = In2 obtém-se, Y (In2) = (3

da particula nesse instante é o ponto de coordenadas ,%) A particula
desloca-se ao longo da curva integral que passa no ponto (2,1) para a nova
posicao (%, %) demorando para isso In 2 unidades de tempo.



