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Motivac ao

v Sistemas dinamicos
cont’nuos:

equacoes diferenciais
v Modelo log'stico

 Discuecio do Sistemas din amicos descrevem processos evolutivos ao
modelo longo do tempo

Espaco de estados ou espaco de fase : conjunto de todos
0S poss’veis estados de um dado processo evolutivo

Os sistemas dinamicos sao uma ferramenta importante na
modelacao de processos biologicos, ecologicos, f'sicos,
econdmicos, sociais, etc. ..

ISA / Matematica e Estat’stica 2009-10



v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

Sistemas din amicos discretos

Nestes sistemas a evolugao processa-se por iteracoes (ou
geracoes), sendo a variavel tempo discreta (n 2 Np)

A lei de evolucao nestes sistemas € usualmente de nida
com recurso a (sistemas de) equac 0es as diferencas do
tipo

F(Xn;Xn+1; 25 Xnek;N) =05 N2 No
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v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

Sistemas din amicos cont' nuos

Nestes sistemas a evolucao processa-se de forma cont'nua
(ou mesmo diferenciavel), sendo a variavel tempo cont’'nua
(t 2 R)

Nestes sistemas a lei de evolucao &€ normalmente descrita
atraves de (sistemas) equac Oes diferenciais , do tipo

F(y;y%:::y®:t)=0; t2R
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v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

Processos evolutivos determin’sticos

Nos processos determin’sticos todo o futuro (e passado)
é determinado pelo estado do sistema num instante
arbitrario e pela lei de evolucao

NOS processos evolutivos nao determin’sticos a evolucao
do sistema nao pode ser determinada a partir do seu
estado num dado instante e da lei de evolucao

Estao nestas condicoes 0s sistemas dinamicos em que a
lei de evolucao involve ru’do ou incerteza, como por
exemplos os sistemas de equa¢ 06es estoc asticas
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Caos...

v Sistemas dinamicos— \M@smoO processos evolutivos determin’sticos descritos por

cont’'nuos:

equagoes dierenciais—— |ajs de evolucao muito simples podem apresentar

v Modelo log'stico

v Discussao do dinamicas muito complexas ou mesmo “cadticas”

modelo

| Caso discreto: equac ao log’stica

Xne1 = X n(1  Xp)

| Caso cont’'nuo: atractor de Lorenz
38
< x’= (y x)
=x( 2) y
2= xy z
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Equac oes as diferencas

v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico Equac ao as diferencas de ordem Kk é do tipo

v Discussao do
modelo

Xn+k = T (Xn;Xn+1; i 05 Xnek 15N); N2 No

A equacao diz-se autonoma se f nao depende
explicitamente de n

Caso particularmente importante: equacoes as diferencas
autonomas de primeira ordem, i.e.,

Xn+1 = F(Xn); N2 No
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v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

Soluc ao de uma equa¢ ao autonoma

Problema de valores iniciais  (PVI) de ordem k consiste
em determinar uma solu¢ ao x,, n 0, tal que

8
Xnek = F(XniXn+1: 7707 Xnek 1)
X0
X1
E _ dados
Xk 1
Xo;:.1; Xk 1 designam-se por condi¢c 0es inicials ou

sementes

PVI admite solucao x,, n 0 (Unica) para todos 0s
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Equac ao as diferencas linear

v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico Equac ao as diferencas linear (de ordem k) é

v Discussao do
modelo

Xn+k = ao(N)Xn + + a 1(N)Xn+k 1+ b(N);

coe cientes constantes

As equacoes lineares constituem uma classe muito
Importante de equacoes as diferencas
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v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

Exemplo 1. modelo exponencial

Neste modelo a taxa de crescimento m édia do numero
de indiv’duos de uma populacao no intervalo [t;t + t]é
proporcional ao numero de ind’viduos no instante t

Se t for o intervalo de tempo médio ao m do qual o
nimero de células de uma cultura duplica e X, 0 nimero de
células na n-eésima geracao, obtemos a equacao

Xn+1 = 2Xn; n2 Ng

Iterando obtemos imediatamente a solucao
X1 = 2Xg, X»=2X1 =2%Xgl 11 Xpey =

onde Xo € 0 numero de indiv'duos inicialmente existentes
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Representac ao gra ca de solu¢ oes

v Setemasdnamicos Podemos representar a solugao x,+1 = 2"Xg hum gra co X,

cont’'nuos:

cquacoes dierendials —yersus n onde € vis'vel o crescimento exponencial do

v Modelo log'stico

v Discussao do nﬂmero de CélUIaS

modelo

Este modelo é irrealista pois o nimero de células nao pode
ter crescimento exponencial inde nidamente

Embora irrealista, este tipo de crescimento descreve bem
0s primeiros estadios de desenvolvimento de muitas
populacoes
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v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

Modelo log'stico

Crescimento log’stico consiste num ajustamento do modelo
exponencial que entra em conta com a limitacao de
recursos

| Xn+1 X n, S€ X, pequeno

| Xn 0O, sex, égrande

Malis precisamente,

Xn

Xn+1 — X n 1 K

O valor de K é designado por capacidade de sustenta¢c ao
do meio e representa o limiar a partir do qual a proxima
geracao é extinta
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Equac ao log'stica discreta

v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico Efectuando na equacao anterior a mudanca de variavel
oo Yo = & etomando = K obtemos a chamada

modelo
equac ao log'stica discreta

Yner = Yn (1 Yn)

Trata-se de uma equacao nao linear de primeira ordem

Apesar da aparente simplicidade desta equacao, as
solucOes podem apresentar comportamentos bastante
distintos consoante o valor do parametro
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Equac ao log'stica discreta

v Ssemas dinamicos N gra CO seguinte encontram-se representadas (como

cont’'nuos:

cauaces dlerendils — s@ries temporais) as primeiras 15 iteragdes de duas

v Modelo log'stico

v Discussdo do solucoes com condicao inicial x; = :7, para = 0:25(curva
moaelo
avermelho) e = 3:2(curva a azul)

0.75 i
0.70 E
0.65 E
0.60 E

0.55 7

0.50 T T T T T T T T T T T T T T T N
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v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

Exemplo 2. Modelo de Fibonacci

Este modelo descreve a evolugcao do numero de casais de
coelhos ao longo dos meses partindo dos seguintes

pPressupostos:

| Em cada més um casal de coelhos em idade
reprodutiva (R) da origem a um novo casal de coelhos
em idade nao reprodutiva (N)

| Ao m de dois meses um casal de coelhos torna-se
reprodutivo.

Comecando com apenas um casal de coelhos, qual sera o
numero de casais de coelhos ao m de um ano?
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v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

Modelo de crescimento de Fibonacci

Admitindo que os coelhos sobrevivem observa-se a regra:

| Cada casal R da origem a dois casais, R e N, nho més
seguinte

| Cada casal N da origem a um casal R no més
seguinte

Iterando 0 processo obtemos a seguinte sucessao:

Meses | 1 | 2 3 4 5
Casais | N |[R|R+N | (R+N)+R|(R+N)+ R+(R+ N)
# 1|1 2 3 5

ISA / Matematica e Estat’stica 2009-10 16



NUmeros de Fibonacci

Lot dnamees— Se X, designa 0 nimero de casais no n-€simo més

cont’'nuos:

cauacoes dierenciais— ghtém-se a equacao linear de segunda ordem,

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

Xpn+2 = Xp+ Xp+1; N 0 (Xo=0; X3 =1)

A solucao desta equacao € dada pela formula

1 ! ! f!
Xn - —

5 2 2 ;

O numero de casais de coelhos ao m de um ano
corresponde a X1, = 144,

ISA / Matematica e Estat’stica 2009-10
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Orbita de uma equa¢ ao autonoma

v Ssemasdinamicos—— Grbita positiva gerada pela semente (condic  ao inicial),
edquacoes dierenciais——y . da equacdo de primeira ordem autbnoma

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

Xn+1 = F(Xn); n 2 No;

€ 0 conjunto
" (Xo) = fXo; [_({éc_’?; [ﬁ{(zxi)% Ll "_”&(22; 1.0

Considerando, por exemplo, a equacao as diferencas,
Xn+1 = 2Xn, com condicao inicial xo = 1, obtemos

") =11,2,4,8;:::;2"; 110

ISA / Matematica e Estat’stica 2009-10 18



v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

Diagrama de cobweb

Podemos representar gra camente a Orbita gerada pela
semente Xg

T (Xo) = fXo; F(Xo); F(f(X0)); ::ii; F(Xo); ::::ig

num sistema de eixos de X,+1 Versus X,, designado por
diagrama cobweb

Desenha-se uma “teia de aranha” com aux’lio do gra co de
f e da bissectriz dos quadrantes ‘mpares, gue consiste na
uniao dos segmentos de recta P,Pn+1, N 2 Ng, onde os
pontos P, = ( X,;Yn) Ssao de nidos indutivamente por

Po = (Xo; Yo) = ( Xo; Xo);
Pre1 = (Xns1:Yn+1) = (Yn:f(X0)); n O
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Exemplo

v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

Se Xps1 = f(X,) comf (x) = xe®® ¥ x 2 R, entdo

*(0:1) = f0:1;0:60496471:33307110:68478051:2863157: : :

gue se representa como o0 seguinte diagrama cobweb

X2

X3\7

X1

Xn+1

207
1.8
1.6 7
1.4
127
1.0 7
0.8 7
y f
0.4

0.27

DIAGRAMA COBWEB

y = £(x)
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Caso linear homog éneo

v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico Consideremos a equacao linear (homogénea) de 12 ordem
e com coe cientes constantes

Xn+1 = X n; n O ( 60);

cuja solucéao é

Xn = "Xo=f(Xn); n 2 No

As Orbitas desta equacao tém comportamentos
gualitativamente distintos consoante

JJ>1L  JJ<1 ou =1

ISA / Matematica e Estat’stica 2009-10
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v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

Casoj| |>1

Se > 1, x, tem crescimento exponencial tendo-se

Iim x,=+1
n' +1

Xn+1 Xn

167

147

Orbita gerada pax ()

Gra co da solugax n

127

107

T T T T T T T T T T T T T T T (A — {—— {—— {—— {——
\ 2 ‘3 4 5 6 7 8 9 10 0 2 4 6 8 10 12

s 7
XO X1X2 X3

O que sucederia se Xg < 07?
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Casoj| |>1

v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:

equagdes diferenciais  S@ < 1, X, tem crescimento exponencial alternado
v Modelo log'stico

v Discussao do tendo'se

del . .
ToneR im x,=1:
n' +1

Xn+1 Xn

407

Q’L‘OE7I—\NUJJ>
YT I 72 I sy I S |

-20 7

-40
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v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

Caso | |<1

Se0< < 1, x,tem decrescimento exponencial

tendo-se

n!

Orbita gerada pax 0 y =

3
X1 B
.
X2\1: ,,,,,,
UQ/ ix\‘éx/é‘i‘;‘é)‘(/%‘;‘;‘{ox'“
3 2 ! (semoente)

O que sucederiase Xo < 0

im X, =0
+ 1

Gra co da solugax n

ISA / Matematica e Estat'stica 2009-10
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Caso | |<1

v Sstemasdinamics - Sa ] < <, X, tem decrescimento exponencial

cont’'nuos:

equacdes diferenciais alte n ad 0O ten d 0-Se

v Modelo log'stico
v Discussao do

modelo ||m X :O
n! +1 "

1 Xn
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Caso| | =1

v Sistemas dinamicos

cont nuos: | Se =1, obtém-se a Orbita constante

equacoes diferenciais
v Modelo log'stico

e Xn=Xo; 80 0
| Se = 1, obtém-se a orbita “alternada”
Xn = ( 1)"Xo; 8n O

Nocaso =1, Xg €& chamado ponto xo def,uma vez

que f (Xo) = Xo

Nocaso = 1, Xg €& chamado ponto
perodo 2 def,umavez que f (Xg) =

peri odico de
Xo € T (f (Xo0)) = Xo

ISA / Matematica e Estat’stica 2009-10
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v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

Equac ao linear de primeira ordem n ao
homog énea

Consideremos a equacao linear nao homogénea de 12
ordem com coe cientes constantes

Xn+1 = X n ¥t n O , 60
A solucao desta equacao é

n
Xg —— +
Xpn = 01

Xo+ N; =1
O comportamento das orbitas varia consoante
J1>1  jJj<1 ou =1

de maneira analoga ao caso homogéeneo, exceptode =1
O que sucede neste caso?
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Diagrama cobweb no software R

s sisemas dinamicos S dlagramas cobweb dos slides anteriores podem ser
cquactes dierenciis J€rados no R executando instrugdes analogas as
v Modelo log’stico Instrucoes abaixo respeitantes ao diagrama do slide 20

v Discussao do

modelo X.0<-.1 # condicao inicial (semente)

k<-4 # ultima geracao a calcular

a<-0; b<-2; h<-0.0001

# intervalo [a,b] dividido em subintervalos de amplitude h
s<-seq(a,b,by=h)

f <- function(x) x *exp(2 *(1-x)) # funcao utilizada
X.n<-x.0; y.n<-x.0

for (i in 1:(2 * K))

f

x.n.temp<-c(x.n,y.n[length(y.n)])
y.n<-c(y.n,f(x.n[length(x.n)]))

X.n<-x.n.temp

g

# representa a bissectriz e o grafico de f
points(x.n,y.n,type="1",col="red") # representa a orbit a

ISA / Matematica e Estat’stica 2009-10
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Ponto xo de uma fun¢g ao

v Sptemasdnameos  Um ponto X 2 D; diz-se um ponto xo def sef(X) = X

ggﬂgggz: diferenciais _

v Modelo logstico Geometricamente 0s pontos xos de f correspondem as
v Discussao do . . ~ ,

modelo abcissas dos pontos de interseccao do gracode f com a

bissectriz dos quadrantes ‘'mpares

y = f(x)

»

pontos xos def
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v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

Pontos xos e solu¢ 0Oes de equil’brio

X 2 Df € um ponto xo de f se e somente se
Xpn=X;, 8n O

é uma solucao de x,+1 = f (X,). A correspondente Orbita
reduz-se portanto a

" (X) = fXg
Este tipo de orbitas desempenha um papel muito

Importante nos sistemas dinamicos pois representam as
soluc 0es de equil’brio desses sistemas

Chamamos bacia de atrac¢ ao de X ao conjunto das
condicoes iniciais Xo que geram oOrbitas que convergem no
futuro para X, i.e., limy, +1 f"(Xg) = X

ISA / Matematica e Estat’stica 2009-10
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Exemplol

vssemasdnamicos  Sejaf :R! Rdenidapor f(x)=1 x?

cont’'nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico o, o o
M ——— X éponto xode f , xX=1 X°
modelo 9 B

, X°+X 1

N
Ol
N‘ ol o
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Exemplo2

toncnoe s Sejaf :R! R denidapor f(x)= 2(x*+ x?). Entéo
equacoes diferenciais
v Modelo log'stico

v Discussao do

modelo X € ponto xode f

ISA / Matematica e Estat’stica 2009-10
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Caso linear n ao homog éneo

v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:

equacdes diferenciais Sejaf (X) = X + ,com e parémetros I‘eaIS

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

,_

| Se 61 odUlnicoponto xode f eX= —

| Se =1e 60 nao existem pontos xo0s

| Se =1e =0 oconjuntodospontos xos éR
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Estabilidade de um sistema

v Sistemas dinamicos

e erencis IMA questao fundamental no estudo de um sistema
v Modelo log'stico dinamico é a determinacao dos estados de equil’brio desse
oo sistema e saber se esses estados sobrevivem a pequenas

pertubacoes no sistema

A ESTAVEL
INSTAVEL W

Para abordar este tipo de questoes vamos introduzir a
nocao de estabilidade de um ponto xo
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v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

Estabilidade de um ponto xo

Um ponto xo de f, X, diz-se (localmente) estavel (E) se as
iteradas x,, = f"(Xg), n 0, estao arbitrariamente proximas
de X para condic0es iniciais Xg Su cientemente pr oximas
de X
Matematicamente esta condicao traduz-se por

8 >0 9">0jxp Xj<" )] Xn Xj<; 8n O
Se para alem disso, lim, +1 X, = X, diz-se que X é

assimptoticamente est avel (AE)

Um ponto Xo est avel que nao é assimptoticamente estavel
designa-se por neutralmente est avel (NE)

Um ponto Xo que n ao é estavel designa-se por inst avel
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v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

Caso linear homog éneo

Consideremos X,+1 = f(X,) = X , com constante real
Da discussao dos slides 22-26 conclu'mos o seguinte

Sej j< laorigemé AE, uma vez
Xn OX] = Jf"(Xo)] =] J"jXo] decresce para zero
gquandon! +1

(Basta, na de ni¢ ao de estabilidade, tomar " ;= )
Se =1, qualguer ponto X 2 R & ponto xo AE
Se = 1, x,=( 1)"Xo8n,logo aorigemé& NE

Se | j> 1laorigem € instavel, uma vez que as oOrbitas
com in"cio em sementes distintas da origem divergem
para 1

ISA / Matematica e Estat’stica 2009-10
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v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

Caso linear n ao homog éneo

Sejamf(x)= x +

=—com 60e] |61

e
(Note que para =1 f nao admite pontos Xxos)

Sej j<1,Xé€AEpoisjx, Xj=jf"(Xo) X]
decresce para zero quandon! +1

Se = 1,x,=( 1)"x08n,logoaxéeNE

Sej j> 1, X éinstavel, uma vez que as orbitas com
In"cio em sementes distintas de X se afastam de X
divergindo para 1

E no caso nao linear como determinar a estabilidade de um
ponto xo?
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Estabilidade de um ponto xo
hiperb Olico

v Sstemasdnamicos—— m ponto xo X de uma funcao f derivavel em X diz-se

cont’'nuos:

equacoes diferenciais hlpel‘b éliCO se Jf 0(7)] 6 1

v Modelo log'stico
v Discussao do

modelo Por outras palavras, X € hiperbodlico se a recta tangente ao
gra co de f no ponto (X; X) nao tem declive 1

O seguinte resultado permite reduzir o estudo da
estabilidade de um ponto xo hiperb olico ao calculo de
uma simples derivada

Teorema Sejamf : D ! R uma funcao com derivada
cont'nua em Ds e X um ponto xo hiperbodlico de f. Entao

(i) Se jf {X)j < 1, X & AE

(i) Sejf qx)j > 1, X & instavel
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v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

Exemplo de um ponto xo hiperb  0lico

Sejaf(x)=1 x?denidaem R, cujos pontos Xos s ao
P P g

2

ul

Xy = X = % (ver slide 31)

N[ =
+
N

Tem-se D_
fAx)j=j2xj=j1 ~ 5<1
e portanto X, € assimptoticamente estavel
De forma analoga, tem-se
. . P
ifAx)i=j2x j=jl+ 5>1

e portanto X € instavel

ISA / Matematica e Estat’stica 2009-10
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E no caso n ao hiperb 0Olico?

Neste caso nada se pode concluir como mostram os
fontnuee. (maMe - saguintes exemplos

equacoes diferenciais
v Modelo log'stico

v Pl | Sef(x)= x+ x% X=0 &um ponto Xo n ao
modelo hiperbolico instavel

| Sef(x)= x 3x% x=0 éponto xo n ao hiperbolico
AE

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\
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v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

Pontos peri odicos e Orbitas peri odicas

Um ponto X diz-se um ponto peri odico de f de perodo
(mnimo) * sef (X) = X, sendo * 0 menor inteiro positivo
gue satisfaz esta propriedade

Ao conjunto de todas as iteradas de um ponto periodico X
de per‘odo °,

com
x; = f*X); k=0;:::;" 1

chamamos oOrbita peri 6dica de perodo ~ ou -ciclo

ISA / Matematica e Estat’stica 2009-10
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Algumas observac o0es

|, Sistermas dindmicos | Um ponto periddico de f de perodo " =1 corresponde
e a um ponto xo de f

equacoes diferenciais
v Modelo log'stico

v Discussao do | Sexéponto xode fkef entdo X é ponto xode f*

modelo

| X € um ponto peridodico de perodo " def se e soOseX
for um ponto xo de f e néo é ponto xode f¥ k<"

| Se X & um ponto periodico de per'odo , todos 0s
pontos do "-ciclo de nido por X sao tambéem pontos
periodicos do mesmo per'odo -

Os pontos periodicos de f de perodo m'nimo
correspondem as abcissas dos pontos de interseccao do
graco de f com a bissectriz dos quadrantes ‘mpares, que
ndo provém de pontos xos de fK parak <
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Exemplo de um 2-ciclo
Sef(x)= xentaof?(x)=f(f(x))=f( x)=x

v Sistemas dinamicos ;oo , . .
cont nuos: Como o unico ponto xo de f & origem, o conjunto dos
0 df iai =/ = Ve 7 = 7
L vedenogsico PONtOS periodicos de per'odo m'nimo 2 de f € RnfQg,
7 [DECTEE e tendo-se parax 6 0,
modelo
"(x)= X, Xg;

Como exemplo representa-se o 2-ciclo gerado pela
semente X = :/

T L2 2  NL E E B B R
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v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

Equac ao log'stica

Consideremos a funcao log'stica discreta f (x) = x (1 X)

Para um valor adequado 3:3, f 2 possui 4 pontos xo0s,
dois dos quais sao pontos xos de f

Os pontos xos de f? que ndo sdo pontos xos de f
de nem uma Orbita periodica de per‘odo 2, i.e, um 2-ciclo

1.0

0.9+

0.8+

0.7

0.6

0.5+

0.4+

0.3

0.2+

0.1+

0.0 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
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Equac ao log'stica

v sstemasdinamicos— Pgra um valor adequado de 3:839 f possui um 3-ciclo

cont’'nuos:

equagoes dierenciais —— conforme exibido na seguinte gura

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

1.0

0.9
0.8
0.7+

0.6

0.5+

0.4+

0.3

0.2

0.1

0.0 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
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Estabilidade de pontos peri 0dicos e
ciclos

onons dmameos—Intuitivamente um " -ciclo é estavel se as iteradas geradas

cont’'nuos:

eauacoes dlierencals— por uma condicao inicial su cientemente pr 6xima de
v Modelo log'stico

v Discussdo do qualquer um dos ~ pontos do ciclo permanecerem na
moaeio . . .
vizinhanca do ciclo

Mais precisamente temos o seguinte

Um ponto periodico de per'odo * diz-se E, AE, NE ou
Inst avel se corresponder a um ponto xo E, AE, NE ou
instavel da iterada f

atractor ), NE ou inst avel (ou repulsor ) se algum dos X;'s
for um ponto periodico E, AE, NE ou instavel
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v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

Expoente de Lyapunov de um ciclo

Chama-se expoente de Lyapunov de um -ciclo de
Xn+1 = F(Xn),

T(X) = fXo; X1;:1: X 10;

e denota-se por L( " (X)) a
2 1,3
Y1 ‘ 1 X1
n4 jfA%)] 5= MjfAx)j 2[1 ;+1]
j=0 j=0

O expoente de Lyapunov de um ciclo é portanto o logar'tmo
da méedia geometrica do modulo das derivadas dos seus
pontos, ou 1 , caso alguma dessas derivadas seja nula
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v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

Teorema de Lyapunov

Teorema de Lyapunov

Seja X um ponto periodico de f de perodo mnimo -
| SelL( "(X)) <0, *(X)éum -ciclo AE

| SelL( (X)) >0, *(X)é&um -ciclo instavel

Consideremos, por exemplo, f (x) =3:2x(1 X) que
corresponde a log'stica discreta com =3:2

f 2 admite dois pts xos Xy, X; que sao também pts xos de
f (determine-0s), e 0s pts xo0s X, ' 0:51304e X3 ' 0:79945
gue de nem um 2-ciclo de f

Tem-se L (fX5;X30) = In( P FAX)FAX3))) " 0:916290< Oe
portanto o 2-ciclo &€ AE
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v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

Demonstrac ao do T. Lyapunov

Demonstremos para = = 2 (O caso geral prova-se de maneira analoga):

Seja X um ponto periddico de per'odo 2 e f Xg; X1g 0 correspondente 2-ciclo, i.e., Xg = X
e X1 = f (Xo) Em particular, f ?(Xg) = f (X1) = Xo e f 2(X1) = X1

Usando a derivada da funcdo composta obtemos
() =(f £)A%o) = fXf (%)) f A%0) = fAx1) f A%o0)

Analogamente,

(f5)%x1) = £ Uf (x2)) fAx1) = fAX0) f UAx1)
Em particular, (f 2)%(xo) = ( f 2)%X1) o que signi ca que as rectas tangentes ao gr & co
de f 2 nos pontos xo0s (Xo;Xo) € (X1;X1) sdo paralelas

Assim, se j(f 2)9X)j & 1, Xo e X1 sdo ambos pontos xos hiperb 6licos AEdef2 = f f
se j(f 2)9x)j < 1 ou ambos instaveis se j(f 2)9(x)j > 1

NoO primeiro caso tem-se

q —
In P jf OX0)f qXp)j =In  j(f2)AX)j < O;

enguanto que no segundo

q___
in" TORe)T KoY =In  j(f 2)%(x)} > O
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Dinamica da log’stica discreta

v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

» Diccuseio do Consideremos a equac ao log’stica discreta

modelo

Xne1 = F (X)= x (1 x), > 1

Vamos estudar a dinamica desta equacao e introduzir
0S conceitos de diagrama de bifurca¢c ao

e de din amica ca otica
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v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

Dom’nio da log'stica discreta

Por um lado, para > 1e Xg 670; 1] pode-se mostrar que

im f"(xo)= 1

nt +1

Por outro lado, existe solucao da equacao log'tica discreta
para toda a semente X 2 [0; 1] se e somente se

f ([0;1]) = O;Z [0; 1]

Daqui resulta que a parte interessante da dinamica da
equacao log'stica discreta ocorre quando

21,4 e x2][0;1]
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v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

Pontos Xxos e estabilidade
Tem-sef (x)=x, x(1 x)=x, x((@ x) 1=0
Logo os pontos xosde f sdoXp:=0ex := —2]0; 1]
Tem-se f9%(x)= (1 2x) e portanto

fO(Xo) = e fox)=2
Assim

| Xo € um ponto hiperbolico AE se 2]0; 1[ e instavel se
211, +1 |

| X € um ponto hiperbolico AE se 2]1; 3[ e instavel se
2101 I3, +1 [

Para =3, pode-se provar que X € ainda um ponto
AE (nao hiperbaolico)
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Bacia de atrac¢c ao

v Sistemas dinamicos Teorema

cont’'nuos:

eduagoes diferencials Para 2]1;3], a bacia de atraccao do ponto xo AE X éo

v Modelo log'stico

v Discussao do Intervalo ]0; 1[. Mais precisamente:

modelo

| Para 2]1,;2]as iteradas f "(xg) convergem
monotonamente para X (eventualmente apos a
segunda iteracao). Notemos que neste caso
0 fqx )< 1

| Para 2]2;3]as iteradas f "(xg) convergem
alternadamente para X . Notemos que neste caso
1<fYx )< 0

E 0 que se passa quando > 3?
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1° valor de bifurca¢c ao

| o Usando o critério de estabilidade para pontos xos
rontmoe: 2™ hinerbolicos (slide 38) e o expoente Lyapunov obtemos:

equacoes diferenciais
v Modelo log'stico

v Discussdo do | Paral< < 3o0spontos xoss ao AE

modelo

| Para 3< 0 ponto de equil’brio X perde a sua
estabilidade e surge um 2-ciclo AE (como veremos)

(Para = 3 ainda se pode mostrar que o ponto € AE)

Dizemos gue ocorreu uma bifurca¢c ao para = 3 pois a
estrutura qualitativa da din amica, i.e., o conjunto dos
pontos xos, orbitas per'odicas e respectiva estabilidade,
alterou-se quando o parametro passou por esse valor

O valor = 3 é designado por (primeiro) valor de
bifurcac ao paraf gue denotamos por |
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v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

llustrac ao da 1@ bifurcac ao

Nas guras abaixo a curva a cheio representa o gr a co de
f e a curva a tracejado o da segunda iterada f 2

Na gura da esquerda, = =3 etemosum ponto xo
nao hiperbolico AE

Na guradadireita, =3:2> e oponto xo AE perdeu
a estabilidade originando um 2-ciclo, que pelos calculos do
slide 48 € AE, i.e., um atractor

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\
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v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

Determina¢ ao do 2-ciclo

Os pontos periodicos de per'odo 2 obtém-se calculando os
pontos Xxos da segunda iterada, i.e., determinando as
ra’zes da equacao de grau 4,

f2(x) x=x(x@ x)A x) x=0

Usando o facto de x =0 e x = X serem duas ra’zes desta
equacao e a regra de Ruf ni (ou a divis ao de polindbmios)
conclu'mos que os pontos peridodicos de per'odo dois, que
de nem o 2-ciclo correspondem as ra’zes da equacao

0

’x2  ( +1)x+ +1
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v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

2° valor de bifurcac ao

Usando o Teorema de Lyapunov e outros métodos
conclu’mos que:

| Para 3< 1+ P 6 0 2-ciclo é AE (i.e. um atractor
estavel)

P . .
| Para > 1+ 60 2-ciclo passa instavel e surge um
4-ciclo AE

Daqui conclu'mos que a estrutura Cﬁ@litativa da dinamica
muda quando passapor < 1+ 6

Obtivemos entao o sEg_undo valor de bifurcacao que
denotamos =1+  6' 3:4495
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v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

llustrac ao da segunda bifurcac ao

Nas guras abaixo em que a curva a cheio representa o
graco de f? e a curva a tracejado o de f *

Na gura daesquerda, = ;1 3:4495e obtemos um
2-ciclo AE
Na guradadireita, =3:5> e o0 2-ciclopassoua

iInstavel dando origem a um 4-ciclo AE (atractor estavel)

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
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v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

Bifurcac ao dos atractores est avels
com duplicac ao de perodo

Procedendo de forma analoga, encontramos um novo valor
de bifurcacao , 3:544em que o 4-ciclo perde a sua
estabilidade e surge um 8-ciclo AE e assim
sucessivamente. ..

Mais precisamente pode-se provar o seguinte resultado

Teorema EXxiste uma sucessao crescente in nita de valores

de bifurcacao com duplicacao de perodo
p_
0=3; 1=1+ 6' 3449 ,' 3544 ;=3:564 :::;

tal que:
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| - | Quando = ¢,k 0, ocorre uma bifurcagcao em que o
contruons T 2%_ciclo perde a estabilidade surgindo um 2¢*1 -ciclo AE

equacoes diferenciais
v Modelo log'stico |

v Discussao do
modelo

Existe limy +1 k= 1 3:570

| EXxiste Iim a K 1
kI +1  k+1 k

numero de Feigenbaum

4:6692que se designa por

| Para certos valoresde > 1, as iteracoes sao
aperiodicas e para outros valores surgem outras
sequéncias in nitas de valores de bifurca¢ ao com
duplicacao de per'odo, como por exemplo,

0 . 0 0 0 .
1 3839< 3 < 3< < § < ,

a que corresponde uma sequéncia de duplicacao de
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Estrutura qualitativa vs par ametro

v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

L~ P 1\\\
~ 7/ . . \\ N
-+ - 2-Ciclo AE "+
’ - O :3\\
/

2
Y pt xo AE
~ (mondtona)

1

Xo pt xo AE
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Observac oes

v Sistemas dinamicos

ggﬂggg(e)z:diferenciais | A SequenCIa 0 < 1 < 2 < € deSIgnada por

V Modelo log stico bifurcac ao dos atractores est aveis com duplica¢c &o
v Discusséo do . . o " ”

noEle de per'odo em direc¢ &ao ao “caos

| O numero de Feigenbaum ocorre em muitos outros
sistemas dinamicos discretos que apresentam
também bifurcacoes com duplicacao de per'odo em
direccao ao “caos”

| Podemos representar a dinamica recorrendo ao
diagrama de bifurcac ao, em que os pontos
periodicos AE, sao representados em funcao do valor
do parametro
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Diagrama de bifurcac

v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

1.0
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Diagrama de bifurcac ao no R

v sstemasdnamicos () diagrama anterior foi produzido com aux’lio do software

cont’'nuos:

cauagoes dierencials— estat’stico R, executando as seguintes instrucoes

v Modelo log'stico
v Discussao do

modelo plot("",xlim=c(1,4),ylim=c(0,1),xlab="r")
for (r in seq(l1,4,by=0.002))
f
XN 5
for (k in 1:1024)
f
XN r = xn+* (1-xn)
if (k>=512) points(r,xn, type="p",cex=.002)
g
g
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v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

Teorema de Sharkovskii

Dividindo sucessivamente por 2 um numero natural m
podemos escrevé-lo na forma m = 2¥p com p um ‘mpar e

k 0. Em seguida ordenamos 0s numeros naturais como a
seguir se indica:

3517 j23j2527 223225227 j22di2h1

Teorema
Sef :R! R écont’nua e possui um m-ciclo entdo possui
n-ciclos para qualquer n tal que mjn

Como a dinamica da equacao log'stica discreta possui
3-ciclos resulta imediatamente que possui ciclos de
qgualguer per'odo
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v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

Caracteriza¢ ao de din amicas ca oticas

Limitadas , signi ca que todas as iterac 0es estao
contidas em regioes limitadas

Aperi odicas , signi ca que os estados do sistemas
de nidas por essas din amicas nunca se repetem

Determin’sticas , signi ca que a lei gue governa essas
dinamicas nao incorpora termos aleatorios - o futuro e
0 passado de qualquer orbita cam completamente
determinados por qualquer uma das suas iteracoes

Sensibilidade as condi¢ Oes iniciais , signi ca que
duas condicoes iniciais proximas podem originar
solucoes gue se afastam muito a longo prazo -
iIncapacidade de fazer previsoes a longo prazo
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O caos na log'stica discreta

v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:

equazéfsldiferenciais A dinamica da equacao log'stica veri ca as condic 0es que
v Modelo log'stico

v Discussdo do caracterizam a existéncia de dinamicas caoticas, pelo que
modele exibe comportamento caético

A presenca deste tipo de comportamento em sistemas
dinamicos aparentemente simples, sugere que muitos
processos evolutivos vao tambéem exibir comportamentos
caoticos e 0s problemas inerentes a estas dinamicas, como
a sensibilidade as condicoes iniciais, que tem como
consequéncia importante a di culdade em obter modelos
com valor preditivo
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Alguma bibliogra a sobre equa¢  0es
as diferencas

v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico Cadima, J, Apontamentos manuscritos de equacoes as

v Discussao do

modelo diferencas, para o MMACB

Hale, J. e Koak H. (1991), Dynamics and Bifurcations, Text
In Applied Mathematics, 3. Springer-Verlag

Wiggins S. (1990), Introduction to Applied Nonlinear
Dynamical Systems and Chaos, Text in Applied
Mathematics, 2. Springer-Verlag
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v Sistemas dinamicos

cont’nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

Sistemas din amicos cont nuos:
equac oes diferenciais

Uma equac ao diferencial & uma equacao que contém
algumas derivadas de uma ou mais variaveis dependentes
com respeito a uma ou mais variaveis independentes

Chama-se equac ao diferencial ordin aria (EDO) se
apenas guram as derivadas com respeito a uma variavel
Independente

Caso contrario chama-se equac ao as derivadas parciais
(EDP)

Chama-se ordem de uma equacao diferencial a ordem da
derivada de maior ordem que gura nessa equac ao
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Exemplos de equac¢ Oes diferencials

v Sistemas dinamicos

cont’'nuos:

equagdes dierenciais | y°= t € uma EDO de primeira ordem

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

| y°=y & uma EDO de primeira ordem

| xy9%0 2y%0 2y0=4xy &€ uma EDO de 32 ordem

d?y

e y =sint &€ uma EDO de 22 ordem

| X 3y Xy =sint € uma EDO de 22 ordem

| uy + upy = €Y & uma EDP de segunda ordem
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v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:

equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

Soluc ao particular e solu¢c ao geral

Soluc ao particular (ou integral particular ) num intervalo
| de uma equacao diferencial de primeira ordem,

y’= F(ty)
é uma funcao derivavel ' :1 ! R tal que
") = F(t;" (b); 8t 2 |
Chamamos soluc¢ ao geral (ou integral geral ) num

Intervalo | ao conjunto de todas as solucoes particulares
da equacao nesse intervalo
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Problema de valores iniciais

v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:

equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

e Chamamos problema de valores iniciais de primeira
U ordem (PVI) ao problema que consiste em determinar
y = y(t) num intervalo | que contém tg, tal que

38
< y'= F(t;y); 8t Eq. diferencial

Y(tp) = Yo dado Cond. inicial
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Um exemplo trivial

v Sistemas dinamicos A eqanENIO

nt'nuos: 0_— oi .
g(c)]u;ggce)z diferenciais y = SN t1
v Modelo log’stico . - ] .
v Discussdo do admite a solucao particular em R, y(t) = cost, pois
modelo

( cost)’=sint, 8t 2 R
Primitivando sint obtém-se a solucao geral

y(t)= cost + C, t2 R;

onde € C 2 R uma constante arbitraria. A constante C ca
determinada se xarmos uma condig¢ ao inicial
Por exemplo, a solucao Unica do PVI

y?=sint
y( ) =5

obtém-secom C =4 ,i.e.,y(t)=4 cost,t2 R
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v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:

equacoes diferenciais

v Modelo log'stico
v Discussao do

modelo

dy

dt

a(t)

)

y:

Em geral tem-se pela propriedade do integral inde nido,

Z

Pg= gluydu+ C;, C2R

to

A solucao que veri ca a condic ao inicial y(tg) = yo €

y(t) =

R
g(u) du+ Yo

to
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Um exemplo menos trivial

v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:

equacoes diferenciais -~
v Modelo log'stico A equagao

v Discussao do

modelo y0: 2y, t 2 R,

admite a solucédo particular y(t) = €*, t 2 R. De facto,

yAt) = (€)°=2¢" = 2 y(t)
A solucao geral desta equacao €, como veremos,
y(t) = C¢e*; t 2 R;

com C 2 R uma constante arbitraria
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Relacao com o caso discreto

wrrememmmwws  Se considerarmos na solucao do exemplo anterior

cont’'nuos:

equacses diferenciais iteracOoes com intervalos de tempo t =1In2 obtemos
v Modelo log’stico tomando YO — y(O) — 1

v Discussao do
modelo

Yo = 1
yp1 = y( t)=ée"?=2
Yo = y(2 t)=2°7

Yo = y(n t)=2"

Vemos portanto que y(t) = €* apresenta um crescimento
exponencial analogo ao caso discreto

(Comparar com o slide 10)
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Modelac ao de problemas

As equacoes diferenciais sao utilizadas para modelar
oy problemas que envolvem taxa de variacao/taxa de

cont’'nuos:

S UEees SRS crescimento/velocidade, etc..., I.e., 0 conceito de derivada
v Modelo log'stico _ _ ]
v BISEIEoGs Taxa de varia¢g ao media no intervalo [t;t + t]e

y(t+ t) (1)
t

Taxa de varia¢c ao no instante t,
d

_dy _ oy(t+ 1) y(1)
yo(t)— E" IItr!no t

Taxa de variac ao relativa (ou per capita )

y°_ 1dy
y ydt
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Crescimento exponencial

ihvaiablilied  Nestes modelos a taxa de variagao relativa é constante, de

cont’'nuos:

equacoes diferenciais yo
v Modelo log’stico valor digamosr, i.e., — =r
v Discussao do y
modelo
1dy
y dt

A solucao que que veri ca a condic¢ ao inicial y(0) = y, €

y(t) = yo€''; t2 R

ISA / Matematica e Estat’stica 2009-10

78



v Sistemas dinamicos

cont’nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

Visualiza¢c ao da solu¢ ao no R

Podemos visualizar as solugcoes anteriores para diferentes
valores do parametro r num gra co utilizando as seguintes
Instrucoes da linguagem R

r 0.01 ; yO 100
t seq(0,100,by=0.01)
y function(t) f yOxexp(r *t) g

plot(t,y(t), type="I",xlim=c(0,100),ylim=c(0,500),co |="blue")
r 0.0

points(t,y(t), col="red",type="1")

r - 0.01
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Representac ao gra ca da solu¢c ao

v Sistemas dinamicos

cont’nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

Regra dos 70 : para uma taxa relativa de 1% por unid.

tempo,

Modelo exponencial

60
50 ] =0 :01
7o I RS~
307
= =0
> 20T
107
[ = 0:05
0 T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

y duplica a cada per'odo de 70 unid. tempo
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Discuss ao do modelo

v Sistemas dinamicos

cont’'nuos:

equacoes diferenciais

v Modelo log'stico | Se ataxa de crescimento relativa r € positiva entao
v Discussdo do y(t) cresce exponencialmente sem limite

| Se ataxa de crescimento relativa r € nula entao y(t)
mantém-se constante

| Se ataxa de crescimento relativa r € negativa entao
y(t) decresce exponencialmente até se anular
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Alguns modelos que apresentam
crescimento exponencial

v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:

equacoes diferenciais

v Modelo log stico | Modelo de Malthus para dinamicas populacionais

v Discussao do
modelo

| Lel do decaimento radioactivo

| Modelo de poluicao num lago
| Aumento da biomassa em arvores individuais

| Modelo de von Bertalanffy

| Lel de arrefecimento de Newton
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v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:

equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

Modelo Malthusiano

Neste modelo a taxa de natalidade per capita b (birth rate)
e a taxa de mortalidade per capita d (death rate) sao
Independentes da densidade populacional (Malthus

1798)

Se nao existirem outros factores tais como fenomenos
migratorios, escassez de recursos, etc. .., o numero de
Indiv'’duos no instante t, N(t), vericao PVI(com r = b d),

38

< dN

1 —
Nod

N (O) — No
Chamamos r a taxa de crescimento per capita
Intrnseca da populacao
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Decaimento radioactivo

v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:

S LCEEE  Este modelo diz-nos que a taxa de desintegra¢c ao de

v Modelo log'stico

v Discusso do material radioactivo (via a emissao de part'culas ) é
modele proporcional a quatidade de massa m(t) ainda presente

m{t) = km(t); (k> 0)
m(0) = mg

@m/
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v Sistemas dinamicos

cont’nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

Modelo de poluic ao num lago

Um lago de volume V apresenta uma concentracao c, de
massa de poluentes

Para reduzir a concentracao da massa de poluentes foi
canalizada para o lago agua limpa proveniente de uma
barragem (com um caudal constante F "=ano)

Admitindo que a massa de poluentes ca uniformemente
misturada no lago e que a agua polu’da sai do lago com
caudal F (isto €, que o volume do lago se mantem
constante), a concentracao da massa de poluentes c
veri ca a equac ao diferencial
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v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:

equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

Modelo de von Bertalanffy

O modelo de von Bertalanffy diz-nos que a taxa de
crescimento do peixe Lesbites reticulatus € proporcional ao
comprimento que ainda falta para atingir o comprimento
maximo

Denotando por L(t) o comprimento do peixe num instante
t, por Lo = L(0) > 0 o comprimento no instante em que se
Iniciou a observacao e por A o comprimento maximo
esperado, obtemos o PVI

& = k(A L)
|_(0)_ Lo

Denotando LA(t) = A L(t) o PVI anterior pode
escrever-se como um PVI com (de)crescimento
exponencial

dla — kLA

dt
La(0)= A Lo
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v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:

equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

Lel arrefecimento de Newton

Segundo uma lei de Newton a taxa de arrefecimento de um
objecto aquecido (como por exemplo, uma chavena de
café) é proporcional, em cada instante t, a diferenca entre a
temperatura ambiente T, suposta constante e a
temperatura do objecto nesse instante, denotada y(t)

8
< yq(t)= (T y@); (> 0

T(0)=To
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v Sistemas dinamicos

cont’nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

Modelo alom étrico

Este modelo compara 0s crescimentos entre varios orgaos
de um mesmo indiv'duo

Dizemos gue os tamanhos x(t) e y(t) de dois orgaos de um
mesmo indiv’duo veri cam uma correla¢c ao alom étrica se
existir K > 0tal que x(t) é proporcional y(t)¥

A correlacao diz-se isom étrica se K =1

Para muitas espécies de vertebrados, por exemplo, temos
uma correlacao alométrica entre o tamanho do craneo de
um juvenil e o tamanho da sua coluna vertebral
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v Sistemas dinamicos

cont’nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

Equac ao diferencial correspondente

Derivando ambos os membros da equacao alométrica
x(t) = y (t)* obtemos,

dx _ dy « 1 dx « 1dy
a- @ @ Y Y G
dx _ 1dy
Lok _ Ly
' xdt  ydt

Por outras palavras, os tamanhos x(t) e y(t) veri cam uma
relacao alometrica entre si se as respectivas taxas de
crescimento relativas forem proporcionais
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v Sistemas dinamicos

cont’nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

Outros tipos de crescimento...

Todos 0s modelos anteriores constituem exemplos de
equacoes diferenciais (lineares) autonomas cujas solucoes
apresentam crescimento (ou decrescimento) exponencial

Em seguida vamos ver dois exemplos de equacoes (nao
lineares) em que esse tipo de crescimento nao ocorre
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v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:

equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

Um problema de escoamento

Consideremos um tanque cil’'ndrico de volume Vo com um
orif'cio na base, como representado seguinte na gura

h(t)

Segundo a lei de Torricelli a taxa de variacao do volume

V (t) de agua no tanque, & proporcional a ra’z quadrada da
altura h(t) de agua no tanque, i.e.,

P —— — P ——
cil_\t/ = k h(t)=( k:p A) V(1); (k > 0)
onde A é a area da base do cil'ndro e k depende da forma

e dimensoes do orif'cio (uma solugéo é apresentada nos slides 105,106)
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Modelo log'stico

v omemasdnameos N os modelos mais realistas de dinamicas populacionais, a

cont’'nuos:

cauacoes dieencas.  taxa de crescimento per capita € dependente da

v Discussdo do densidade populacional y(t) devido a diversos factores
tais como limitacao de recursos, competicao, etc..., i.e.,
1dy
— 2l - f
ydt (y)

Para muitas populacdes f (y) € sensivelmente constante
para y pegueno e anula-se para valores grandes de vy, I.e.,

f(y) r se y for pequeno
f(y) 0 se y for grande
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v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

Parametros

O modelo log'stico (Verhulst) caracteriza-se por um
decl'neo linear na taxa de crescimento per capita

Qo

y

t

—

K

<~

sendo r a taxa de crescimento intrnseca e K > Ouma
constante positiva de valor elevado, designada por
capacidade de sustentac ao do meio , que depende
usualmente da quantidade de recursos dispon’veis
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Equac ao log'stica (cont'nua)

v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:

equagtes diferenciais — Determinando a equacao da recta que passa nos pontos

v Discusséao do (K; O) e (O, r) COﬂClU MOS que

modelo

- Yy
fy)=r 1 -

Obtemos assim a chamada equac ao log'stica (cont'nua)

0 d

2 F=ry 1 X
>

y(0) = Yo
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v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

Soluc ao: curva log’stica ou sigmoidal

As solucoes nao nulas da equacao log'stica sao funcoes do

tipo sigm Oide ou S-shape

y(t) =

+

onde =1=K

7007

6007

5007 IR e mitn

4007
3007
2007

1007
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Discuss ao do modelo

|, Sistemas dinAmicos Para uma taxa de crescimento per capitar > 0 xada
e obtemos 3 casos qualitativamente distintos consoante

equacoes diferenciais

v Modelo log’stico YO = K (Ou YO = K ), YO < K , OU YO > K

v Discussao do
modelo

| Seyp= K, apopulacdo mantem-se constante e estamos
na presenca de uma solu¢ ao de equil’brio do sistema

| Seyp <K ,apopulacao vai crescer e tender a longo prazo
para a capacidade de sustentacao do meio

A taxa de crescimento € elevada até a populacao atingir
metade da capacidade de sustentacao do meio (ponto de
IN ex ao) e depois dimunui progressivamente se anular

| Seyo>K , y(t) apopulacao vai diminuir e tender a longo
prazo para a capacidade de sustentacao do meio
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Equac 0es com vari aveis separ aveis

v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:

equagtes diferenciais — Todas as equacoes anteriores constituem exemplos de

v Modelo log'stico

S equac 6es com vari aveis separ aveis, i.e., podem ser
modelo escritas na forma

Y= f(y)g(t)

com f , g funcoes cont’'nuas em certos intervalos de R

Um caso particularmente importante ocorre quando

g(t) 1,i.e., qguando a lei que de ne a din amica nao
depende de t

Nessa altura a equacao diferencial designa-se por equacao
diferencial autobnoma,
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v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

Soluc 0es nao constantes

Separando a variavel dependente y da variavel
iIndependente t podemos transformar a equacao

dy _
pr f (y) o(t)

em |
W dy = g(t) dt

Primitivando em ordem a cada uma destas variaveis
conclu'mos que as solucoes nao constantes da equacao
vém dadas implicitamente por

Z Z

dy _
v g(t) dt + k
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Solucg 0es constantes

v Sistemas dinamicos

uagsesdieencias O€ 1 S€ @nular num ponto yo, a solugao geral da equagao,
v Modelo log'stico Inclui tambem a solucao constante
v Discussao do
modelo
y(t)  Yo; 8t

Estas solucoes sao particularmente importantes pois
representam estados de equil’brio do sistema dinamico
de nido pela equac ao diferencial

Analogamente ao caso das equacoes as diferencas iremos
estar interessados em determinar a estabilidade destas
solucoes
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v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

Exemplo
dy

Consideremos a equagao autonoma, i f(yy=5+4y
Separando as variaveis obtemos
dy dy
— =5+4y = dt
dt Yo gyes T
dy
: = dt+ C; C2R
A
1 4

4 5+4y
, logj5+4yj =4t +4C; C2R

., 5+4y= eCe't=Ke* (K60

dy=t+ C; C2R

As solucdes nao constantes desta equacao vém dadas por

Ke?* 5
4 ]

y(t) = 8t2R (K 60)
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v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

Exemplo (continua¢c ao)

Comof se anulaparay = g a solucao geral de
dy
= f =5+4
- fy)=5+4y

iInclui também a solucao constante

5
y(t) 7t 8t 2 R

A solucao geral, obtida reunindo as solugoes constantes e
nao constantes da equacao, pode ser resumida como

Ke?t §5
A

y(t) = , 8t2R

com K uma constante arbitraria
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Modelo exponencial revisitado

v sstemas dnamicos Consijderemos novamente o problema de valores iniciais

cont nuos:

equacoes diferenciais 8
v Modelo log’stico d y _ _
v Discussao do < f (y) r y
modelo
y(0) = Yo

Efectuando uma “separacao de variaveis” obtemos

dy dy _
rri ry — = rdt

4
) Zd_y_z
y
, Injyj=r;t + C;

rt .C

J yy=¢€'e
, Y= e* €l:  C constante arbitraria

r dt
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v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

Denotando K = €“ obtemos y(t) = Ke ! com K uma
constante arbitraria nao nula

Como f (0) = 0 a equacao admite ainda a solucao
constantey(t) 0,8t2 R

A solucao geral, obtida reunindo as solugOes constantes e
nao constantes da equacao, pode ser resumida como

y(t) = Ke'; t2R
com K uma constante arbitraria. Usando a condicao inicial

yO)=vo , Ke’=y,, K=y

obtemos nalmente, y(t) = yo€',t2 R
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Equac ao log'stica revisitada

v ssemasdinamicos— \/amos resolver o problema de valores iniciais
equacoes diferenciais 8
v Modelo log'stico q
v Discussao do E 2y = f (y) — I‘y 1 Y
modelo t K
>
y(0) = Yo

Comof (y) se anulaparay =0 ey = K esta equacao
admite as solucOes constantes,

y(t) 0, y(t) K
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v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

Soluc 0es nao constantes

Separando as variaveis e primitivando obtemos

dy r z dy r z
L = - ?
st kYO Y gtk 40
Usando o método dos coe cientes indeterminados
1 B é N B  AK vy)+ By
y(K y) y K vy y(K y)
(B Ay+ AK
y(K y)

Daqui resultaque AK =1,B A =0, ou seja,

1

A=B = —
K
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v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

E continua...

ASSIim

(?)

com C uma constante arbitraria. Denotando € =

Z

dy _
ylty K)

r
K

Z

dt

Z Z
1 1 1
- = dy= — dt
K vy vy K K
Z Z
1 1
— dy =r dt
y y K
logjyj logjy Kj=rt+C
log Y —rt+c
y K
y — erteC
y K
y — erteC
y K
e obtemos
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Finalmente...

v Sistemas dinamicos y _ rt — rt
cont' nuos: = Ce ' y = Ce (y K)

equacoes diferenciais y

v Modelo log'stico CKe'l
v Discussao do

modelo @Kert @Kert
, y: - O -
1 Eert Ce't 1

, y 1 E€e't

Usando a condicao inicial y(0) = yo obtemos

€K
HZYO : CK = yo(€ 1)
., C(yo K)=yo
. ez X
Yo K
e portanto
Yo Kert
0= N g T e
yO—Ke 1 1+ K_ 1 e rt

(Algumas solucdes desta equacao encontram-se representadas no slide 95)
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v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

Resolu¢c ao numerica de equag¢ Oes
diferencials

Na maior parte dos casos nao podemos resolver
explicitamente uma equacao diferencial (ordinaria)
Podemos ainda assim tentar obter solucdes numeéricas
aproximadas com aux’lio de programas informaticos entre
0S quais se incluio R

Carregar o pacote odesolve (admitindo que foi
previamente instalado) com a instrucao

require(odesolve)

Uma das funcoes implementadas neste pacote para
resolver equacoes diferenciais ordinarias € a funcao Isoda
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v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

Sintaxe da func ao Isoda
Para determinar uma solucao numérica de

yo= f(t;y)
y(a) = Yo

usando a funcao Isoda , podemos executar as instrucoes
tempo seq(a,b,by=h)

f function(t,y,p) f list(f(t,y)) g
Isoda(yO,tempo,f,params)

gue devolve uma matriz de valores aproximados a solucao
y(t) nos pontos

(params : vector dos parametros de f (t;y). Usualmente c() )
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v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

Exemplo

Calcular uma solucao aproximada do problema de valores

Iniciais no intervalo [O; 1]

= 2%y
y(0) =1
e criar um gra co de pontos com esses valores

require(odesolve)

y0 1
tempo seq(0,2,by=.0001)
f function(t,y,p) flist(-2  »sqrt(y)) d

y Isoda(y0,tempo,f,c())

type="1")

lab="y(t)",
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Gra co de pontos obtido

v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo
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v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

Soluc 0es de equil’brio e estabilidade

Nesta altura vamos apenas a orar as noc¢ oes de solu¢ ao
de equil’brio e estabilidade , que nos dao alguma
Informacao sobre o comportamento das solugcoes a longo
prazo

Para exempli car vamos considerar uma populac ao com
crescimento log'stico dado pela equacao

dy y
2 =2 1 -z
at <Y " 10

Temos as solucoes constantes y(t) Oey(t) 10

designadas por solu¢ 0es de equil’brio

O signi cado destas solug¢ 0es € obvio: o numero de
iIndiv’duos mantém-se inalterado ao longo do tempo
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v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

Comportamento a longo prazo

A solucao nao constante que verica y(0) = yo60;K &

K 10y0

1+ yﬁ 1 et Yot(10 ype 2t
0

y(1) =
O seu comportamento a longo prazo obtém-se calculando

=10

: T 10y0
tl!llm y(t) = Itl!r1n Yo+ (10 yo)e 2t

Conclu'mos que embora a dinamica apresente duas
solucoes de equil’brio distintas, a longo prazo a populacao
tende a estabilizar em torno de valor da capacidade de
sustentacao do meio K =10
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Comportamento a longo prazo

v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:
equacoes diferenciais

y Solucdes de equil brio

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo
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Estabilidade das solu¢c oes de
equil’brio

v Si§temas dinamicos Analise qualitativa dos pontos de equilbrioy =0 ey = 10:

cont nuos:

equacdes diferenciais ; - .. ~ o
¥ Wil [os Siee |  Comoy®= f(y), apds uma pequena pertubggap positiva da soluggf) o_le equil’brio
v Discussio do y =0, y%t) > 0e y(t) cresce procurando atingir a posicédo de equil'brio y = 10
modelo

Analogamente, uma pequena pertubacao negativa dey = 0 fara com que
y9(t) < 0 e portanto que a solucdo decresca inde nidamente

Daqui resulta que a solucao de equil'brioy = 0 é inst avel.
|  Apbs uma pequena pertubacéo positiva da posicado de equilibrioy = 10, y%t) < 0
e y(t) decresce por forma a aproximar-se hovamente desta posicao de equil’brio

Analogamente, ap6s uma pequena pertubacao negativa em torno dey = 10,
y9%(t) > 0 e portanto y(t) tende a crescer por forma a atingir novamente a posi¢ao
de equill'brioy =10

Daqui resulta que a solucéo de equilibrio y = 10 & assimptoticamente est avel
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v Sistemas dinamicos
cont’'nuos:
equacoes diferenciais

v Modelo log'stico

v Discussao do
modelo

Retrato de fase de uma equac ao

Representamos o gra co da func &o

0_ _ y .
= f(y0o=2y 1 L :
y (y) y 10

num graco yOy% No eixo do yy assinalamos ainda o retrato de fase da equacio que
consiste ponto xo inst avel y = 0 representado por meio de um c’rculo a branco, no
ponto xo est avely = 10, representado por meio de um c’rculo a preto (pontos esses
gue corrrespondem ao zeros de f ) e pela indicacao, por meio de setas, das tendéncia de
evolucao das solucdes em funcao das condic¢des iniciais

y0

y=10)

Ve

/

Note quef90)=2 > 0ef910)= 2 < 0. Veremos que esta derivada tem um papel
fundamental no estudo da estabilidade de solucdes de equil’brio
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