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Motivaç ão

Sistemas din âmicos descrevem processos evolutivos ao longo do tempo

Espaço de estados ou espaço de fase : conjunto de todos os poss�́veis estados de um
dado processo evolutivo

Os sistemas dinâmicos são uma ferramenta importante na modelação de processos
biológicos, ecológicos, f�́sicos, económicos, sociais, etc. . .
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Sistemas din âmicos discretos

Nestes sistemas a evolução processa-se por iterações (ou gerações), sendo a variável
tempo discreta (n 2 N0)

A lei de evolução nestes sistemas é usualmente de�nida com recurso a (sistemas de)
equaç ões �as diferenças do tipo

F (xn ; xn+1 ; : : : ; xn+ k ; n) = 0 ; n 2 N0
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Sistemas din âmicos cont�́nuos

Nestes sistemas a evolução processa-se de forma cont�́nua (ou mesmo diferenciável),
sendo a variável tempo cont�́nua (t 2 R)

Nestes sistemas a lei de evolução é normalmente descrita através de (sistemas de)
equaç ões diferenciais , do tipo

F (y; y0; : : : ; y(k); t) = 0 ; t 2 R
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Processos evolutivos determin�́sticos

Nos processos determin�́sticos todo o futuro (e passado) é determinado pelo estado
do sistema num instante arbitrário e pela lei de evolução

Nos processos evolutivos não determin�́sticos a evolução do sistema não pode ser
determinada a partir do seu estado num dado instante e da lei de evolução

Estão nestas condições os sistemas dinâmicos em que a lei de evolução involve ru�́do
ou incerteza, como por exemplos os sistemas de equaç ões estoc ásticas

Instituto Superior de Agronomia / Matemática e Estat�́stica / 2009-10 5

Caos...

Mesmo processos evolutivos determin�́sticos descritos por leis de evolução muito
simples podem apresentar dinâmicas muito complexas ou mesmo “caóticas”
Dois exemplos importantes:

l Caso discreto: equaç ão log�́stica

xn+1 = � x n (1 � xn )

l Caso cont�́nuo: atractor de Lorenz
8
<

:

x0 = � (y � x)
y0 = x(� � z) � y
z0 = x y � � z
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1 - Sistemas din âmicos discretos: equaç ões �as diferenças

Equaç ão �as diferenças de ordem k é do tipo

xn+ k = f (xn ; xn+1 ; : : : ; xn+ k� 1; n); n 2 N0

A equação diz-se aut ónoma se f não depende explicitamente de n

Caso particular importante - equações �as diferenças autónomas de primeira ordem:

xn+1 = f (xn ); n 2 N0
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Soluç ão de uma equaç ão aut ónoma

Problema de valores iniciais (PVI) de ordem k consiste em determinar uma soluç ão
xn , n � 0, tal que 8

>>>>><

>>>>>:

xn+ k = f (xn ; xn+1 ; : : : ; xn+ k� 1)
x0

x1
...
xk� 1

�
�
�
�
�
�
�
�
�

dados

x0; : : : ; xk� 1 designam-se por condiç ões iniciais ou sementes

PVI admite solução xn , n � 0 (única) para todos os x0; : : : ; xk� 1 2 D se e somente se

f (D; D; : : : ; D ) � D

Instituto Superior de Agronomia / Matemática e Estat�́stica / 2009-10 8
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Equaç ão �as diferenças linear

Equaç ão �as diferenças linear (de ordem k) é

xn+ k = a0(n)xn + � � � + ak� 1(n)xn+ k� 1 + b(n);

com a0; : : : ; ak� 1 e b funçoes reais de�nidas em N0, n 2 N0

Se além disso, b= 0 a equação diz-se homog énea
Se a0; : : : ; ak� 1; b forem constantes a equação diz-se de coe�cientes constantes

As equações lineares constituem uma classe muito importante de equações �as
diferenças
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Exemplo 1: modelo exponencial

Neste modelo a taxa de crescimento m édia do número de indiv�́duos de uma
população no intervalo [t; t + � t] é proporcional ao número de ind�́viduos no instante t

Se, por exemplo, � t designar o intervalo de tempo médio ao �m do qual o número de
células de uma cultura duplica e xn o número de células na n-ésima geração, obtemos
a equação

xn+1 = 2xn ; n 2 N0

Iterando obtemos imediatamente a solução

x1 = 2x0; x2 = 2x1 = 2 2x0; : : : ; xn+1 = 2 nx0; : : :

onde x0 é o número de indiv�́duos inicialmente existentes
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Representaç ão gr á�ca de soluç ões

Podemos representar a solução xn+1 = 2 nx0 num grá�co xn versus n onde é vis�́vel o
crescimento exponencial do número de células
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Este modelo é irrealista pois o número de células não pode ter crescimento exponencial
inde�nidamente

Embora irrealista, este tipo de crescimento descreve bem os primeiros estádios de
desenvolvimento de muitas populações
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Modelo log�́stico

Crescimento log�́stico consiste num ajustamento do modelo exponencial que entra em
conta com a limitação de recursos

l xn+1 � � x n , se xn pequeno

l xn � 0, se xn é grande

Mais precisamente,
xn+1 = �x n

�
1 �

xn

K

�

O valor de K é designado por capacidade de sustentaç ão do meio e representa o
limiar a partir do qual a próxima geração é extinta
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Equaç ão log�́stica discreta

Efectuando na equação anterior a mudança de variavél yn = xn
K e tomando � = K �

obtemos a chamada
equaç ão log�́stica discreta

yn+1 = � y n (1 � yn)

Trata-se de uma equação não linear de primeira ordem

Apesar da aparente simplicidade desta equação, as soluções podem apresentar
comportamentos bastante distintos consoante o valor do parâmetro �
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Equaç ão log�́stica discreta

No grá�co seguinte encontram-se representadas (como s éries temporais) as primeiras
15 iterações de duas soluções com condição inicial x1 = :7, para � = 0:25 (curva a
vermelho) e � = 3:2 (curva a azul)
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Exemplo 2: Modelo de Fibonacci

Este modelo descreve a evolução do número de casais de coelhos ao longo dos meses
partindo dos seguintes pressupostos:

l Em cada mês um casal de coelhos em idade reprodutiva (R) dá origem a um novo
casal de coelhos em idade não reprodutiva (N )

l Ao �m de dois meses um casal de coelhos torna-se reprodutivo.

Começando com apenas um casal de coelhos, qual será o número de casais de
coelhos ao �m de um ano?
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Modelo de crescimento de Fibonacci

Admitindo que os coelhos sobrevivem observa-se a regra:

l Cada casal R dá origem a dois casais, R e N , no mês seguinte

l Cada casal N dá origem a um casal R no mês seguinte

Iterando o processo obtemos a seguinte sucessão:

Meses 1 2 3 4 5 � � �
Casais N R R + N (R + N ) + R (R + N ) + R + ( R + N ) � � �

# 1 1 2 3 5 � � �
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Números de Fibonacci

Se xn designa o número de casais no n-ésimo mês obtém-se a equação linear de
segunda ordem,

xn+2 = xn + xn+1 ; n � 0 (x0 = 0; x1 = 1)

A solução desta equação é dada pela fórmula

xn =

p
5

5

" 
1 +

p
5

2

! n

�

 
1 �

p
5

2

! n#

; n � 0

O número de casais de coelhos ao �m de um ano corresponde a x12 = 144.
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Órbita de uma equaç ão aut ónoma

órbita positiva gerada pela semente (condiç ão inicial), x0 da equação de primeira
ordem autónoma

xn+1 = f (xn ); n 2 N0;

é o conjunto


 + (x0) = f x0; f (x0)| {z }
x1

; f (f (x0))| {z }
x2

; : : : ; f n(x0)
| {z }

xn

; : : :g

Considerando, por exemplo, a equação �as diferenças, xn+1 = 2xn , com condição inicial
x0 = 1, obtemos


 + (1) = f 1; 2; 4; 8; : : : ; 2n ; : : :g
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Diagrama de cobweb

Podemos representar gra�camente a órbita gerada pela semente x0


 + (x0) = f x0; f (x0); f (f (x0)) ; : : : ; f n (x0); : : : ::g

num sistema de eixos de xn+1 versus xn , designado por diagrama cobweb

Desenha-se uma “teia de aranha” com aux�́lio do grá�co de f e da bissectriz dos
quadrantes �́mpares, que consiste na união dos segmentos de recta PnPn+1 , n 2 N0,
onde os pontos Pn = ( xn ; yn) são de�nidos indutivamente por

�
P0 = ( x0; y0) = ( x0; x0);
Pn+1 = ( xn+1 ; yn+1 ) = ( yn ; f (xn )) ; n � 0
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Exemplo

Se xn+1 = f (xn ) com f (x) = xe2(1� x) , x 2 R, então


 + (0:1) = f 0:1; 0:6049647; 1:3330711; 0:6847805; 1:2863157; : : :g

que se representa como o seguinte diagrama cobweb
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Diagrama cobweb no software R
O diagrama cobweb do slide foi gerado com recurso ao software estat�́stico R,
executando as instruções abaixo:
x.0<-.1 \# condicao inicial (semente)

k<-4 \# ultima geracao a calcular

a<-0; b<-2; h<-0.0001

\# intervalo [a,b] dividido em subintervalos de amplitude h

s<-seq(a,b,by=h)

f <- function(x) x * exp(2 * (1-x)) \# funcao utilizada

x.n<-x.0; y.n<-x.0

for (i in 1:(2 * k))

\{

x.n.temp<-c(x.n,y.n[length(y.n)])

y.n<-c(y.n,f(x.n[length(x.n)]))

x.n<-x.n.temp

\}

plot(s,s,type="l",col="blue"); points(s,g(s))

\# representa a bissectriz e o grafico de f

points(x.n,y.n,type="l",col="red") \# representa a orbi ta
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Caso linear homog éneo

Consideremos a equação linear (homogénea) de 1a ordem com coe�cientes constantes

xn+1 = �x n = f (xn ); n � 0 (� 6= 0) ;

cuja solução é
xn = � nx0 = f (xn ); n 2 N0

As órbitas desta equação têm comportamentos qualitativamente distintos consoante

j� j > 1; j� j < 1 ou j� j = 1
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Caso j� j > 1

Se � > 1, xn tem crescimento exponencial tendo-se

lim
n! + 1

xn = + 1
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Caso j� j > 1

Se � < � 1, xn tem crescimento exponencial alternado tendo-se

lim
n! + 1

xn = 1 :
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Caso j� j < 1

Se 0 < � < 1, xn tem decrescimento exponencial tendo-se

lim
n! + 1

xn = 0
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Caso j� j < 1

Se � 1 < � < 0, xn tem decrescimento exponencial alternado tendo-se

lim
n! + 1

xn = 0
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Caso j� j = 1

l Se � = 1, obtém-se a órbita constante

xn = x0; 8n � 0

l Se � = � 1, obtém-se a órbita “alternada”

xn = ( � 1)nx0; 8n � 0

No caso � = 1, x0 é chamado ponto �xo de f , uma vez que f (x0) = x0

No caso � = � 1, x0 é chamado ponto peri ódico de per�́odo 2 de f , uma vez que
f (x0) = � x0 e f (f (x0)) = x0
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Equaç ão linear de primeira ordem n ão homog énea

Consideremos a equação linear não homogénea de 1a ordem com coe�cientes
constantes

xn+1 = �x n + �; n � 0 �; � 6= 0

A solução desta equação é

xn =
�

� n
�
x0 � �

1� �

�
+ �

1� � ; � 6= 1
x0 + n�; � = 1

O comportamento das órbitas varia consoante

j� j > 1; j� j < 1 ou j� j = 1

de maneira análoga ao caso homogéneo, excepto se � = 1
O que sucede neste caso?
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Ponto �xo de uma funç ão

Um ponto �x 2 D f diz-se um ponto �xo de f se f (�x) = �x

Geometricamente os pontos �xos de f correspondem �as abcissas dos pontos de
intersecção do grá�co de f com a bissectriz dos quadrantes �́mpares

y = x

x

pontos �xos def

y = f (x )
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Pontos �xos e soluç ões de equil�́brio

�x 2 D f é um ponto �xo de f se e somente se

xn = �x; 8n � 0;

é uma solução de xn+1 = f (xn ). A correspondente órbita reduz-se portanto a


 + (x) = f xg

Estes tipos de órbita desempenham um papel muito importante nos sistemas dinâmicos
pois representam as soluç ões de equil�́brio desses sistemas

Chamamos bacia de atracç ão de x ao conjunto das condições iniciais x0 que geram
órbitas que convergem no futuro para x, i.e., limn! + 1 f n (x0) = x
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Exemplo1

Seja f : R ! R de�nida por f (x) = 1 � x2

x é ponto �xo de f , x = 1 � x2

, x2 + x � 1 = 0

, x = �
1
2

�

p
5

2
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Exemplo2

Seja f : R ! R de�nida por f (x) = 1
2(x3 + x2). Então

x é ponto �xo de f ,
1
2

(x3 + x2) = x

, x3 + x2 � 2x = 0

, x(x � 1)(x + 2) = 0

, x = 0 _ x = 1 _ x = � 2

-2.5 -2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

-3

-2

-1

0

1

2

3

Instituto Superior de Agronomia / Matemática e Estat�́stica / 2009-10 32
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Caso linear n ão homog éneo

Seja f (x) = �x + � , com � e � parâmetros reais

l Se � 6= 1 o único ponto �xo de f é x = �
1� �

l Se � = 1 e � 6= 0 não existem pontos �xos

l Se � = 1 e � = 0 o conjunto dos pontos �xos é R

� = 1 ; � = 0

�
1 � �

y = x + �

y = �x + �
y = x y = x y = x

� 6= 1 � = 1 ; � 6= 0
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Estabilidade de um sistema

Uma questão fundamental no estudo de um sistema dinâmico é a determinação dos
estados de equil�́brio desse sistema, o que permite saber se esses estados sobrevivem
a pequenas pertubações no sistema, como se pretende exempli�car na seguinte �gu ra:

ESTÁVEL

INSTÁVEL

Para abordar este tipo de questões vamos introduzir a noção de estabilidade de um
ponto �xo
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Estabilidade de um ponto �xo

Um ponto �xo de f , x, diz-se (localmente) est ável (E) se as iteradas xn = f n (x0), n � 0,
estão arbitrariamente próximas de x desde que se tomem condições iniciais x0

su�cientemente pr óximas de x

Matematicamente esta condição traduz-se por

8� > 0 9" > 0 jx0 � xj < " ) j xn � xj < �; 8n � 0

Se para além disso, limn! + 1 xn = x, diz-se que x é assimptoticamente est ável (AE)

Um ponto �xo est ável que não é assimptoticamente estável designa-se por
neutralmente est ável (NE)

Um ponto �xo que n ão é estável designa-se por inst ável
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Caso linear homog éneo

Consideremos xn+1 = f (xn ) = �x n com � constante real
Da discussão do caso linear conclu�́mos o seguinte

l Se j� j < 1 a origem é AE, uma vez jxn � 0j = jf n(x0)j = j� jn jx0j decresce para zero
quando n ! + 1

(Basta, na de�niç ão de estabilidade, tomar " := � )

l Se � = 1, qualquer ponto x 2 R é ponto �xo AE (porqu ê?)

l Se � = � 1, xn = ( � 1)n x0 8n, logo a origem é NE (porquê?)

l Se j� j > 1 a origem é instável, uma vez que as órbitas com in�́cio em sementes
distintas da origem divergem para 1
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Caso linear n ão homog éneo

Sejam f (x) = �x + � e x = �
1� � com � 6= 0 e j� j 6= 1

(Note que para � = 1 f não admite pontos �xos)

l Se j� j < 1, x é AE pois jxn � xj = jf n(x0) � xj decresce para zero quando n ! + 1

l Se � = � 1, xn = ( � 1)n x0 8n, logo a x é NE

l Se j� j > 1, x é instável, uma vez que as órbitas com in�́cio em sementes distintas
de x se afastam de x divergindo para 1

E no caso não linear como determinar a estabilidade de um ponto �xo?
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Estabilidade de um ponto �xo hiperb ólico

Um ponto �xo x de uma função f derivável em x diz-se hiperb ólico se jf 0(x)j 6= 1

Por outras palavras, x é hiperbólico se a recta tangente ao grá�co de f no ponto (x; x)
não tem declive � 1

O seguinte resultado permite reduzir o estudo da estabilidade de um ponto �xo
hiperbólico ao cálculo de uma simples derivada

Teorema Sejam f : D f ! R uma função com derivada cont�́nua em D f e x um ponto
�xo hiperbólico de f . Então

(i ) Se jf 0(x)j < 1, x é AE

(ii ) Se jf 0(x)j > 1, x é instável
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Exemplo de um ponto �xo hiperb ólico

Seja f (x) = 1 � x2 de�nida em R, cujos pontos �xos s ão

x+ = �
1
2

+

p
5

2
; x � = �

1
2

�

p
5

2
(ver slide 31)

Tem-se
jf 0(x+ )j = j2x+ j = j1 �

p
5j < 1

e portanto x+ é assimptoticamente estável

De forma análoga, tem-se

jf 0(x � )j = j2x � j = j1 +
p

5j > 1

e portanto x � é instável
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E no caso n ão hiperb ólico?
Neste caso nada se pode concluir como mostram os seguintes exemplos

l Se f (x) = x + x2, x = 0 é um ponto �xo n ão hiperbólico instável

l Se f (x) = � x � 3x2, x = 0 é ponto �xo n ão hiperbólico AE
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Pontos peri ódicos e órbitas peri ódicas

Um ponto x diz-se um ponto peri ódico de f de per�́odo (m�́nimo) ` se f `(x) = x, sendo
` o menor inteiro positivo que satisfaz esta propriedade

Ao conjunto de todas as iteradas de um ponto periódico x de per�́odo `,


 + (x) = f x0; x1; : : : ; x` � 1g;

com
x j = f k(x); k = 0; : : : ; ` � 1;

chamamos órbita peri ódica de per�́odo ` ou `-ciclo
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Algumas observaç ões

l Um ponto periódico de f de per�́odo ` = 1 corresponde a um ponto �xo de f

l Se x é ponto �xo de f k e f ` então x é ponto �xo de f k`

l x é um ponto periódico de per�́odo ` de f se e só se x fôr um ponto �xo de f ` e não
for um ponto �xo de f k , k < `

l Se x é um ponto periódico de per�́odo `, todos os pontos do `-ciclo de�nido por x
são também pontos periódicos do mesmo per�́odo `

Os pontos periódicos de f de per�́odo m�́nimo ` correspondem �as abcissas dos pontos
de intersecção do grá�co de f ` com a bissectriz dos quadrantes �́mpares, que não
provêm de pontos �xos de f k para k < `
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Exemplo de um 2-ciclo

Se f (x) = � x então f 2(x) = f (f (x)) = f (� x) = x
Como o único ponto �xo de f é origem, o conjunto dos pontos periódicos de per�́odo
m�́nimo 2 de f é R n f 0g, tendo-se para x 6= 0,


 + (x) = f x; � xg;

Como exemplo representa-se o 2-ciclo gerado pela semente x = :7
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Equaç ão log�́stica

Consideremos a função log�́stica discreta f (x) = �x (1 � x)

Para um valor adequado � � 3:3, f 2 possui 4 pontos �xos, dois dos quais s ão pontos
�xos de f

Os pontos �xos de f 2 que não são pontos �xos de f de�nem uma órbita periódica de
per�́odo 2, i.e, um 2-ciclo
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Equaç ão log�́stica

Para um valor adequado de � � 3:839, f possui um 3-ciclo conforme exibido na
seguinte �gura
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Estabilidade de pontos peri ódicos e ciclos

Intuitivamente um `-ciclo é estável se as iteradas geradas por uma condição inicial
su�cientemente pr óxima de qualquer um dos ` pontos do ciclo permanecerem na
vizinhança do ciclo

Mais precisamente temos o seguinte

Um ponto periódico de per�́odo m�́nimo ` diz-se E, AE, NE ou inst ável se corresponder
a um ponto �xo E, AE, NE ou inst ável da iterada f `

Um `-ciclo 
 + (x0) = f x0; : : : ; x` � 1g diz-se E, AE (ou atractor ), NE ou inst ável (ou
repulsor ) se algum dos x i 's for um ponto periódico E, AE, NE ou instável
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Expoente de Lyapunov

O expoente de Lyapunov de uma órbita 
 + (x0) de xn+1 = f (xn), de�ne-se como

L(
 + (x0)) = lim
` ! + 1

1
`

` � 1X

j =0

ln jf 0(x j )j 2 [�1 ; + 1 [

O expoente de Lyapunov mede a dependência relativamente �as condições iniciais:

Se L(
 + (x0)) = ln jcj e tomarmos outra condição inicial y0 perto de x0, com um erro
" = jx0 � y0j, ao �m de k iterações o valor esperado do erro jxk � yk j será " ck

Um expoente de Lyapunov positivo, signi�ca que a órbita exibe uma grande dependência
relativamente �as condições iniciais, i.e., pequenas variações das condições iniciais produzem
resultados muito diferentes a longo prazo
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Caso particular: expoente de Lyapunov de um ciclo

No caso em que a órbita é um `-ciclo,


 + (x) = f x0; x1; : : : ; x` � 1g;

o expoente de Lyapunov reduz-se a

L(
 + (x)) =
1
`

` � 1X

j =0

ln jf 0(x j )j 2 [�1 ; + 1 [

O expoente de Lyapunov de um ciclo é portanto o logar�́tmo da média geométrica do
módulo das derivadas dos seus pontos, ou �1 , caso alguma dessas derivadas seja
nula
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Teorema de Lyapunov para ciclos

Seja x um ponto periódico de f de per�́odo m�́nimo ` � 1

l Se L(
 + (x)) < 0, 
 + (x) é um `-ciclo AE

l Se L(
 + (x)) > 0, 
 + (x) é um `-ciclo instável

Logo x é um ponto �xo hiperb ólico AE [instável] se e só se L(f xg) < 0 [L(f xg) > 0]

Tomando por exemplo, a log�́stica discreta com � = 3:2, f (x) = 3 :2x(1 � x), f 2 admite
dois pts �xos x0, x1 que são também pts �xos de f (determine-os), e os pts �xos
x2 ' 0:51304e x3 ' 0:79945que de�nem um 2-ciclo de f

Tem-se L(f x2; x3g) = ln(
p

jf 0(x2)f 0(x3)j) ' � 0:916290< 0 e portanto o 2-ciclo é AE
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Demonstraç ão do T. Lyapunov
Para ` = 1 é trivial pois decorre imediatamente do critério da derivada para pontos hiperbólicos

Demonstremos para ` = 2 (O caso geral é análogo):

Seja x um ponto periódico de per�́odo 2 e f x0 ; x1g o correspondente 2-ciclo, i.e., x0 = x e x1 = f (x0 )
Em particular, f 2 (x0 ) = f (x1) = x0 e f 2 (x1 ) = x1

Usando a derivada da função composta obtemos

(f 2 )0(x) = ( f � f )0(x0 ) = f 0(f (x0 )) f 0(x0 ) = f 0(x1) f 0(x0 )

Analogamente,
(f 2 )0(x1 ) = f 0(f (x1 )) f 0(x1 ) = f 0(x0 ) f 0(x1 )

Logo (f 2 )0(x0 ) = ( f 2 )0(x1) o que signi�ca que as rectas tangentes ao gr á�co de f 2 em (x0 ; x0 ) e (x1 ; x1) são paralelas

Se j(f 2)0(x)j 6= 1 , x0 e x1 são ambos pontos �xos hiperb ólicos AE de f 2 se j(f 2 )0(x)j < 1 ou ambos instáveis se j(f 2)0(x)j > 1

No primeiro caso tem-se ln
p

jf 0(x0 )f 0(x0 )j = ln
p

j(f 2 )0(x)j < 0

No segundo ln
p

jf 0(x0 )f 0(x0)j = ln
p

j(f 2)0(x)j > 0

O resultado é agora imediato pelas propriedades do logar�́tmo.
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Dinâmica da log�́stica discreta

Consideremos a equaç ão log�́stica discreta

xn+1 = f � (x) = �x (1 � x), � > 1

Vamos estudar a dinâmica desta equação e introduzir

os conceitos de diagrama de bifurcaç ão

e de din âmica ca ótica
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Dom�́nio da log�́stica discreta

Por um lado, para � > 1 e x0 62[0; 1] pode-se mostrar que

lim
n! + 1

f n
� (x0) = �1

Por outro lado, existe solução da equação log�́tica discreta para toda a semente
x0 2 [0; 1] se e somente se

f � ([0; 1]) =
�
0;

�
4

�
� [0; 1]

Daqui resulta que a parte interessante da dinâmica da equação log�́stica discreta ocorre
quando

� 2 [1; 4] e x 2 [0; 1]
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Pontos �xos e respectiva estabilidade

Tem-se f � (x) = x , �x (1 � x) = x , x(� (1 � x) � 1) = 0

Logo os pontos �xos de f são x0 := 0 e x � := � � 1
� 2]0; 1[

Tem-se f 0
� (x) = � (1 � 2x) e portanto f 0

� (x0) = � e f 0
� (x � ) = 2 � � . Assim

l x0 é um ponto hiperbólico AE se � 2]0; 1[ e instável se � 2]1; + 1 [

l x � é um ponto hiperbólico AE se � 2]1; 3[ e instável se � 2]0; 1[[ ]3; + 1 [

Para � = 3, pode-se provar que x � é ainda um ponto AE (não hiperbólico)
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Bacia de atracç ão

Teorema
Para � 2]1; 3], a bacia de atracção do ponto �xo AE x � é o intervalo ]0; 1[
Mais precisamente:

l Para � 2]1; 2] as iteradas f n(x0) convergem monotonamente para x �

(eventualmente após a segunda iteração). Notemos que neste caso 0 � f 0(x � ) < 1

l Para � 2]2; 3] as iteradas f n(x0) convergem alternadamente para x � . Notemos que
neste caso � 1 < f 0(x � ) < 0

E o que se passa quando � > 3?
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1o valor de bifurcaç ão
Usando o critério de estabilidade para pontos �xos hiperb ólicos e o expoente Lyapunov
obtemos:

l Para 1 < � < 3 os pontos �xos s ão AE

l Para 3 < � o ponto de equil�́brio x � perde a sua estabilidade e surge um 2-ciclo AE

(Para � = 3 ainda se pode mostrar que o ponto é AE)

Dizemos que ocorreu uma bifurcaç ão para � = 3 pois a estrutura qualitativa da
din âmica , i.e., o conjunto dos pontos �xos, órbitas per�́odicas e respectiva estabilidade,
alterou-se quando o parâmetro passou por esse valor

O valor � 0 = 3 é designado por (primeiro) valor de bifurcaç ão para f
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Ilustraç ão da 1a bifurcaç ão

Nas �guras abaixo a curva a cheio representa o gr á�co de f e a curva a tracejado o da
segunda iterada f 2

Na �gura da esquerda, � = � 0 = 3 e temos um ponto �xo n ão hiperbólico AE

Na �gura da direita, � = 3:2 > � 0 e o ponto �xo AE perdeu a estabilidade originando um
2-ciclo, que pelo expoente de Lyapunov é AE, i.e., um atractor
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Determinaç ão do 2-ciclo

Os pontos periódicos de per�́odo 2 obtêm-se calculando os pontos �xos da segunda
iterada, i.e., determinando as ra�́zes da equação de grau 4,

f 2(x) � x = �x (�x (1 � x))(1 � �x ) � x = 0

Usando o facto de x = 0 e x = x � serem duas ra�́zes desta equação e a regra de Ruf�ni
(ou a divisão de polinómios) conclu�́mos que os pontos periódicos de per�́odo dois, que
de�nem o 2-ciclo correspondem �as ra�́zes da equação

� 2x2 � � (� + 1) x + � + 1 = 0
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2o valor de bifurcaç ão

Usando o Teorema de Lyapunov e outros métodos conclu�́mos que:

l Para 3 < � � 1 +
p

6 o 2-ciclo é AE (i.e. um atractor estável)

l Para � > 1 +
p

6 o 2-ciclo passa instável e surge um 4-ciclo AE

Daqui conclu�́mos que a estrutura qualitativa da dinâmica muda quando � passa por
� < 1 +

p
6

Obtivemos então o segundo valor de bifurcação que denotamos � 1 = 1 +
p

6 ' 3:4495
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Ilustraç ão da segunda bifurcaç ão

Nas �guras abaixo a curva a cheio representa o gr á�co de f 2 e a curva a tracejado o de
f 4

Na �gura da esquerda, � = � 1 � 3:4495e obtemos um 2-ciclo AE

Na �gura da direita, � = 3:5 > � 1 e o 2-ciclo passou a instável dando origem a um
4-ciclo AE (atractor estável)
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Visto �a lupa. . .
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Bifurcaç ão dos atractores est áveis com duplicaç ão de per�́odo

Procedendo de forma análoga, encontramos um novo valor de bifurcação � 2 � 3:544em
que o 4-ciclo perde a sua estabilidade e surge um 8-ciclo AE e assim
sucessivamente. . .

Mais precisamente pode-se provar o seguinte resultado

Teorema Existe uma sucessão crescente in�nita de valores de bifurcaç ão com
duplicação de per�́odo,

� 0 = 3; � 1 = 1 +
p

6 ' 3:449; � 2 ' 3:544; � 3 = 3:564; : : : ;

tal que:
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l Quando � = � k , k � 0, ocorre uma bifurcação em que o 2k -ciclo perde a estabilidade
surgindo um 2k+1 -ciclo AE

l Existe lim k! + 1 � k =: � 1 � 3:570

l Existe lim
k! + 1

� k � � k� 1

� k+1 � � k
� 4:6692que se designa por número de Feigenbaum

l Para certos valores de � > � 1 , as iterações são aperiódicas e para outros valores surgem
outras sequências in�nitas de valores de bifurcaç ão com duplicação de per�́odo, como por
exemplo,

� 0
1 � 3:839 < � 0

2 < � 0
3 < � � � < � 0

k < � � � ;

a que corresponde uma sequência de duplicação de per�́odos 3; 6; : : : ; 3 � 2k ; : : :

Surgimento do comportamento caótico
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Estrutura qualitativa vs par âmetro �

x0 pt �xo AE

(monótona)

x � pt �xo AE

(alternada)

x � pt �xo AE

0 1

� 0 = 3

� 1

4
caos

2-ciclo AE

� 1

1

2
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Diagrama de bifurcaç ão da log�́stica
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Expoente de Lyapunov da log�́stica
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Observaç ões

l A sequência � 0 < � 1 < � 2 < � � � é designada por

bifurcaç ão dos atractores est áveis com duplicaç ão de per�́odo em direcç ão
ao “caos”

l O número de Feigenbaum ocorre em muitos outros sistemas dinâmicos discretos
que apresentam também bifurcações com duplicação de per�́odo em direcção ao
“caos”

l Podemos representar a dinâmica recorrendo ao diagrama de bifurcaç ão, em que
os pontos periódicos AE, são representados em função do valor do parâmetro �

l Podemos representar o expoente de Lyapunov de um ciclo em função do
parâmetro � : valores negativos do parâmetro correspondem a ciclos estáveis,
valores nulos a valores de bifurcação e valores positivos �a presença de
comportamento caótico (grande dependência das condições iniciais)

Instituto Superior de Agronomia / Matemática e Estat�́stica / 2009-10 66
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Diagrama de bifurcaç ão no R

O diagrama bifurcação foi produzido executando as seguintes instruções no R

plot("",xlim=c(1,4),ylim=c(0,1))

for (r in seq(1,4,by=0.002))

f

xn  .5

for (k in 1:1024)

f

xn  r * xn * (1-xn)

if (k>=512) points(r,xn, type="p",cex=.002)

g

g
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Expoente de Lyapunov no R

O diagrama relativo ao expoente de Lyapunov foi produzido executando as seguintes
instruções no R

plot("",xlim=c(1,4),ylim=c(-10,1))

for (r in seq(1,4,by=0.00005))

f

xn  .65

s  log(abs(r * (1-2 * xn)))

for (k in 1:2047)

f

xn  r * xn * (1-xn)

s  s+log(abs(r * (1-2 * xn)))

g

lyap  s/2048

points(r,lyap,type="p",cex=.01)

points(r,0,type="p",cex=.001)

g
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Teorema de Sharkovskii

Dividindo sucessivamente por 2 um número natural m podemos escrevê-lo na forma
m = 2 kp com p um �́mpar e k � 0. Em seguida ordenamos os números naturais como a
seguir se indica:

3ji 5ji 7ji � � � ji 2 � 3ji 2 � 5ji 2 � 7ji � � � 22 � 3ji 22 � 5ji 22 � 7ji � � � ji 24ji 23ji 22ji 21ji 1:

Teorema
Se f : R ! R é cont�́nua e possui um m-ciclo então possui n-ciclos para qualquer n tal
que mji n

Como a dinâmica da equação log�́stica discreta possui 3-ciclos resulta imediatamente
que possui ciclos de qualquer per�́odo
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Caracterizaç ão de din âmicas ca óticas

l Limitadas , signi�ca que todas as iteraç ões estão contidas em regiões limitadas

l Aperi ódicas , signi�ca que os estados do sistemas de�nidas por essas din âmicas
nunca se repetem

l Determin�́sticas , signi�ca que a lei que governa essas din âmicas não incorpora
termos aleatórios - o futuro e o passado de qualquer órbita �cam completamente
determinados por qualquer uma das suas iterações

l Sensibilidade �as condiç ões iniciais , signi�ca que duas condiç ões iniciais
próximas podem originar soluções que se afastam muito a longo prazo -
incapacidade de fazer previsões a longo prazo (expoente Lyapunov positivo)
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O caos na log�́stica discreta

A dinâmica da equação log�́stica veri�ca as condiç ões que caracterizam a existência de
dinâmicas caóticas, pelo que exibe comportamento caótico

A presença deste tipo de comportamento em sistemas dinâmicos aparentemente
simples, sugere que muitos processos evolutivos vão também exibir comportamentos
caóticos e os problemas inerentes a estas dinâmicas, como a sensibilidade �as
condições iniciais, que tem como consequência importante a di�culdade em obter
modelos com valor preditivo
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Alguma bibliogra�a sobre equaç ões �as diferenças
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2- Sistemas din âmicos cont�́nuos: equaç ões diferenciais

Uma equaç ão diferencial é uma equação que contém algumas derivadas de uma ou
mais variáveis dependentes com respeito a uma ou mais variáveis independentes

Chama-se equaç ão diferencial ordin ária (EDO) a uma equação diferencial em que
apenas �guram derivadas com respeito a uma variável independente

Caso contrário chama-se equaç ão �as derivadas parciais (EDP)

Chama-se ordem de uma equação diferencial �a ordem da derivada de maior ordem
que �gura nessa equaç ão
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Exemplos de equaç ões diferenciais

l y0 = t é uma EDO de primeira ordem

l y0 = y é uma EDO de primeira ordem

l xy000� 2y00� 2y0 = 4xy é uma EDO de 3a ordem

l
d2y
dt2

� y = sin t é uma EDO de 2a ordem

l
::
x � 3

:
y � xy = sin t é uma EDO de 2a ordem

l u00
xx + u00

yy = ex+ y é uma EDP de segunda ordem
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Soluç ão particular e soluç ão geral

Soluç ão particular (ou integral particular ) num intervalo I de uma equação
diferencial de primeira ordem,

y0 = F (t; y)

é uma função derivável ' : I ! R tal que

' 0(t) = F (t; ' (t)) ; 8t 2 I

Chamamos soluç ão geral (ou integral geral ) num intervalo I ao conjunto de todas as
soluções particulares da equação nesse intervalo
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Problema de valores iniciais

Chamamos problema de valores iniciais de primeira ordem (PVI) ao problema que
consiste em determinar y = y(t) num intervalo I que contém t0, tal que

8
<

:

y0 = F (t; y); 8t  � Eq. diferencial

y(t0) = y0 dado  � Cond. inicial
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Um exemplo trivial
A equação

y0 = sin t;

admite a solução particular em R, y(t) = � cost, pois (� cost)0 = sin t, 8t 2 R

Primitivando sint obtém-se a solução geral

y(t) = � cost + C; t 2 R;

onde é C 2 R uma constante arbitrária. A constante C �ca determinada se �xarmos
uma condição inicial
Por exemplo, a solução única do PVI

�
y0 = sin t
y(� ) = 5

obtém-se com C = 4, i.e., y(t) = 4 � cost, t 2 R

Instituto Superior de Agronomia / Matemática e Estat�́stica / 2009-10 77
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Em geral tem-se pela propriedade do integral inde�nido,

dy
dt

= g(t) ) y = P g =
Z t

t0

g(u)du + C; C 2 R

A solução que veri�ca a condiç ão inicial y(t0) = y0 é

y(t) =
tR

t0

g(u) du + y0
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Um exemplo menos trivial

A equação
y0 = 2y; t 2 R;

admite a solução particular y(t) = e2t , t 2 R. De facto,

y0(t) = ( e2t )0 = 2 e2t = 2 y(t)

A solução geral desta equação é, como veremos,

y(t) = C e2t ; t 2 R;

com C 2 R uma constante arbitrária
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Relaç ão com o caso discreto
Se considerarmos na solução do exemplo anterior iterações com intervalos de tempo
� t = ln 2 obtemos tomando y0 = y(0) = 1

y0 = 1

y1 = y(� t) = eln 2 = 2

y2 = y(2� t) = 2 2

...

yn = y(n� t) = 2 n

...

Vemos portanto que y(t) = e2t apresenta um crescimento exponencial análogo ao caso
discreto
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Modelaç ão de problemas

As equações diferenciais são utilizadas para modelar problemas que envolvem taxa de
variação/taxa de crescimento/velocidade, etc. . . , i.e., o conceito de derivada

Taxa de variaç ão média no intervalo [t; t + � t] é y(t+� t )� y(t )
� t

Taxa de variaç ão no instante t é y0(t) = dy
dt = lim � t ! 0

y(t+� t )� y(t )
� t

Taxa de variaç ão relativa (ou per capita ) é y0

y = 1
y

dy
dt
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Crescimento exponencial

Nestes modelos a taxa de variação relativa é constante, ou seja,
y0

y
= r

y

1
y

dy
dt

r

A solução que veri�ca a condiç ão inicial y(0) = y0 é

y(t) = y0 er t ; t 2 R
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Visualizaç ão da soluç ão no R

Podemos visualizar as soluções anteriores para diferentes valores do parâmetro r num
grá�co utilizando as seguintes instruç ões da linguagem R

r  0.01 ; y0  100

t  seq(0,100,by=0.01)

y  function(t) f y0 * exp(r * t) g

plot(t,y(t), type="l",xlim=c(0,100),ylim=c(0,500),co l="blue")

r  0.0

points(t,y(t), col="red",type="l")

r  - 0.01

points(t,y(t), col="green",type="l")
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Representaç ão gr á�ca da soluç ão

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

0

10

20

30

40

50

60

Modelo exponencial

t

y(
t)

r = 0 : 01

r = � 0 : 05

r = 0

Uma regra útil que permite ter a noção do que signi�ca crescer com uma certa taxa ao
ano (ou outra unidade de tempo) é a chamada regra dos 70 , que diz que se y cresce
com uma taxa relativa de 1% ao ano, então y duplica ao �m de 70 anos
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Discuss ão do modelo

l Se a taxa de crescimento relativa r é positiva então y(t) cresce exponencialmente
sem limite

l Se a taxa de crescimento relativa r é nula então y(t) mantém-se constante

l Se a taxa de crescimento relativa r é negativa então y(t) decresce
exponencialmente até se anular
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Alguns modelos que apresentam crescimento exponencial

l Modelo de Malthus para dinâmicas populacionais

l Lei do decaimento radioactivo

l Modelo de poluição num lago

l Aumento da biomassa em árvores individuais

l Modelo de von Bertalanffy

l Lei de arrefecimento de Newton
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Modelo Malthusiano

Neste modelo a taxa de natalidade per capita b (birth rate) e a taxa de mortalidade per
capita d (death rate) são independentes da densidade populacional (Malthus � 1798)

Se não existirem outros factores tais como fenómenos migratórios, escassez de
recursos, etc. . . , o número de indiv�́duos no instante t, N (t), veri�ca o PVI (com
r = b� d),

8
<

:

1
N

d N
dt = r

N (0) = N0

Chamamos r a taxa de crescimento per capita intr�́nseca da população
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Decaimento radioactivo

Este modelo diz-nos que a taxa de desintegração de material radioactivo (via a emissão
de part�́culas � ) é proporcional �a quatidade de massa m(t) ainda presente

8
<

:

m0(t) = � k m(t); (k > 0)

m(0) = m0

m ( t )

�
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Modelo de poluiç ão num lago

Um lago de volume V (`) apresenta uma concentração c0 (kg/`) de massa de poluentes

Para reduzir a concentração da massa de poluentes foi canalizada para o lago água
limpa proveniente de uma barragem com um caudal constante F (`=ano)

Admitindo que a massa de poluentes �ca uniformemente mistur ada no lago e que a
água polu�́da sai do lago com caudal F (isto é, que o volume do lago se mantém
constante), a concentração da massa de poluentes c(t) veri�ca a equaç ão diferencial

dc
dt

= �
F
V

c:
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Modelo de von Bertalanffy

O modelo de von Bertalanffy diz-nos que a taxa de crescimento do peixe Lesbites
reticulatus é proporcional ao comprimento que ainda falta para atingir o comprimento
máximo
Denotando por L(t) o comprimento do peixe num instante t, por L0 = L(0) > 0 o
comprimento no instante em que se iniciou a observação e por A o comprimento
máximo esperado, obtemos o PVI

�
dL
dt = k(A � L)
L(0) = L0

Denotando LA (t) = A � L(t) o PVI anterior pode escrever-se como um PVI com
(de)crescimento exponencial �

dL A
dt = � kLA

LA (0) = A � L0
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Lei arrefecimento de Newton

Segundo uma lei de Newton a taxa de arrefecimento de um objecto aquecido (como por
exemplo, uma chavena de café) é proporcional, em cada instante t, �a diferença entre a
temperatura ambiente T, suposta constante e a temperatura do objecto nesse instante,
denotada y(t)

8
<

:

y0(t) = � (T � y(t)) ; (� > 0)

T(0) = T0

y ( t )
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Modelo alom étrico

Este modelo compara os crescimentos entre vários orgãos de um mesmo indiv�́duo

Dizemos que os tamanhos x(t) e y(t) de dois orgãos de um mesmo indiv�́duo veri�cam
uma correlaç ão alom étrica se existir K > 0 tal que x(t) é proporcional y(t)K

A correlação diz-se isom étrica se K = 1

Para muitas espécies de vertebrados, por exemplo, temos uma correlação alométrica
entre o tamanho do crâneo de um juvenil e o tamanho da sua coluna vertebral
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Equaç ão diferencial correspondente

Derivando ambos os membros da equação alométrica x(t) = �y (t)K obtemos,

dx
dt

= � K
dy
dt

yK � 1 ,
dx
dt

= K � y K y� 1dy
dt

,
dx
dt

= K x
1
y

dy
dt

,
1
x

dx
dt

= K
1
y

dy
dt

Por outras palavras, os tamanhos x(t) e y(t) veri�cam uma relaç ão alométrica entre si
se as respectivas taxas de crescimento relativas forem proporcionais
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Outros tipos de crescimento...

Todos os modelos anteriores constituem exemplos de equações diferenciais (lineares)
autónomas cujas soluções apresentam crescimento (ou decrescimento) exponencial

Em seguida vamos ver dois exemplos de equações (não lineares) em que esse tipo de
crescimento não ocorre
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Um problema de escoamento

Consideremos um tanque cil�́ndrico de volume V0 com um orif�́cio na base, como
representado seguinte na �gura

h ( t )

Segundo a lei de Torricelli a taxa de variação do volume V(t) de água no tanque, é
proporcional �a ra�́z quadrada da altura h(t) de água no tanque, i.e.,

dV
dt

= � k
p

h(t) = ( � k=
p

A)
p

V(t); (k > 0)

onde A é a área da base do cil�́ndro e k depende da forma e dimensões do orif�́cio
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Curva de crescimento log�́stico

Nos modelos mais realistas de dinâmicas populacionais, a taxa de crescimento per
capita é dependente da densidade populacional y(t) devido a diversos factores tais
como limitação de recursos, competição, etc. . . , i.e.,

1
y

d y
d t

= f (y)

Para muitas populações f (y) é sensivelmente constante para y pequeno e anula-se
para valores grandes de y, i.e.,

f (y) � r se y for pequeno

f (y) � 0 se y for grande
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Parâmetros

A curva de crescimento log�́stico (ou modelo de Verhulst `1845) caracteriza-se por
um decl�́neo linear na taxa de crescimento per capita

K
y

r

1
y

dy
dt

sendo r a taxa de crescimento intr�́nseca e K > 0 uma constante positiva de valor
elevado, designada por capacidade de sustentaç ão do meio , que depende
usualmente da quantidade de recursos dispon�́veis
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Equaç ão log�́stica (cont�́nua)

Determinando a equação da recta que passa nos pontos (K; 0) e (0; r ) conclu�́mos que

f (y) = r
�

1 �
y
K

�

Obtemos assim a chamada equaç ão log�́stica (cont�́nua)
8
><

>:

d y
d t = r y

�
1 � y

K

�

y(0) = y0
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Soluç ão: curva log�́stica ou sigmoidal

As soluções não nulas da equação log�́stica são funções do tipo sigm óide ou S-shape

y(t) =
1

� +
�

1
y0

� �
�

e� r t

onde � = 1=K

y

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
0

100

200

300

400

500
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700

t
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Discuss ão do modelo
Para uma taxa de crescimento per capita r > 0 �xada obtemos 3 casos qualitativamente
distintos consoante y0 = K , y0 < K , ou y0 > K

l Se y0 = K , a população mantém-se constante e estamos na presença de uma soluç ão de
equiĺ�brio do sistema

l Se y0 < K , a população vai crescer e tender a longo prazo para a capacidade de
sustentação do meio

A taxa de crescimento é elevada até a população atingir metade da capacidade de
sustentação do meio (ponto de in�ex ão) e depois dimunui progressivamente até se anular

l Se y0 > K , y(t) a população vai diminuir e tender a longo prazo para a capacidade de
sustentação do meio

O que aconteceria se r = 0? E se r < 0?
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Equaç ões com vari áveis separ áveis

Todas as equações anteriores constituem exemplos de equaç ões com vari áveis
separ áveis , i.e., podem ser escritas na forma

dy
dt = f (y) g(t)

com f , g funções cont�́nuas em certos intervalos de R

Se g(t) � 1 a equação diferencial designa-se por equação diferencial aut ónoma

Para as equações autónomas, a lei de evolução não depende do instante em que se
inicia a observação e as soluções são invariantes por translação no tempo

Em particular podemos sempre supôr que a condição inicial ocorre em t = 0
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Soluç ões constantes numa equaç ão com vari áveis separ áveis

Se f se anular num ponto y0, a solução geral da equação, inclui a solução constante

y(t) � y0; 8t

Estas soluções são particularmente importantes pois representam estados de equil�́brio
do sistema dinâmico de�nido pela equaç ão diferencial

Analogamente ao caso das equações �as diferenças iremos estar interessados em
determinar a estabilidade destas soluções
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Soluç ões n ão constantes

“Separando” a variável dependente y da variável independente t podemos transformar a
equação

dy
dt

= f (y) g(t)

em
1

f (y)
dy = g(t) dt

Primitivando em ordem a cada uma destas variáveis conclu�́mos que as soluções não
constantes da equação vêm dadas implicitamente por

Z
dy

f (y)
=

Z
g(t) dt + k
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Exemplo
Consideremos a equação autónoma,

dy
dt

= f (y) = 5 + 4 y

Separando as variáveis obtemos

dy
dt

= 5 + 4 y ,
dy

4y + 5
= dt

,
Z

dy
4y + 5

=
Z

dt + C; C 2 R

,
1
4

Z
4

5 + 4y
dy = t + C; C 2 R

, logj5 + 4yj = 4t + 4C; C 2 R

, 5 + 4y = � e4C e4t = K e4t (K 6= 0)

As soluções não constantes desta equação vêm dadas por

y(t) =
Ke4t � 5

4
; 8t 2 R (K 6= 0)
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Exemplo (continuaç ão)

Como f se anula para y = � 5
4 , a solução geral de

dy
dt

= f (y) = 5 + 4 y

inclui também a solução constante

y(t) � �
5
4

; 8t 2 R

A solução geral, obtida reunindo as soluções constantes e não constantes da equação,
pode ser resumida como

y(t) =
Ke4t � 5

4
; 8t 2 R

com K uma constante arbitrária
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Modelo exponencial revisitado

Consideremos novamente o problema de valores iniciais
8
<

:

d y
dt = f (y) = r y

y(0) = y0

Efectuando uma “separação de variáveis” obtemos

dy
dt

= ry ,
d y
y

= r dt

)
Z

d y
y

=
Z

r dt

, ln jyj = r; t + C;

, j yj = er t eC

, y = � eC er t ; C constante arbitrária
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Denotando K = � eC obtemos y(t) = K e � t com K uma constante arbitrária não nula

Como f (0) = 0 a equação admite ainda a solução constante y(t) � 0, 8t 2 R

A solução geral, obtida reunindo as soluções constantes e não constantes da equação,
pode ser resumida como

y(t) = Ker t ; t 2 R;

com K uma constante arbitrária. Usando a condição inicial

y(0) = y0 , K e0 = y0 , K = y0

obtemos �nalmente,
y(t) = y0 er t ; t 2 R
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Equaç ão log�́stica revisitada

Vamos resolver o problema de valores iniciais
8
><

>:

d y
d t = f (y) = r y

�
1 � y

K

�

y(0) = y0

Como f (y) se anula para y = 0 e y = K esta equação admite as soluções constantes,

y(t) � 0; y(t) � K
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Soluç ões n ão constantes da eq. log�́stica

Separando as variáveis e primitivando obtemos

dy
d t

=
r
K

y
�

K � y
�

,
Z

d y
y(K � y)

=
r
K

Z
dt (?)

Usando o método dos coe�cientes indeterminados

1
y(K � y)

=
A
y

+
B

K � y
=

A(K � y) + By
y(K � y)

=
(B � A)y + AK

y(K � y)

Daqui resulta que AK = 1, B � A = 0, ou seja,

A = B =
1
K
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E continua...

Assim

(?)
Z

dy

y(y � K )
=

r

K

Z
dt ,

Z
1

K

�
1

y
�

1

y � K

�
dy =

r

K

Z
dt

,
Z �

1

y
�

1

y � K

�
dy = r

Z
dt

, log jyj � log jy � K j = r t + C

, log

�
�
�
�

y

y � K

�
�
�
� = r t + C

,

�
�
�
�

y

y � K

�
�
�
� = er t eC

,
y

y � K
= � er t eC

com C uma constante arbitrária. Denotando eC = � eC obtemos
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Finalmente...
y

y � K
= eC er t , y = eC er t (y � K )

, y
�

1 � eC er t
�

= � eC K e r t

, y = �
eC K e r t

1 � eC er t
=

eC K e r t

eC er t � 1

Usando a condição inicial y(0) = y0 obtemos

eC K
eC � 1

= y0 , eC K = y0( eC � 1)

, eC (y0 � K ) = y0

, eC =
y0

y0 � K

e portanto

y(t) =
y 0

y 0 � K K e r t

y 0
y 0 � K er t � 1

= � � � =
K

1 +
�

K
y 0

� 1
�

e� r t

(Algumas soluções desta equação encontram-se representadas no slide 95)
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Resoluç ão num érica de equaç ões diferenciais

Na maior parte dos casos não podemos resolver analiticamente uma equação
diferencial (ordinária)
Podemos ainda assim tentar obter soluções numéricas aproximadas com aux�́lio de
programas informáticos entre os quais se inclui o R

Carregar o pacote odesolve (admitindo que foi previamente instalado) com a instrução

require(odesolve)

Uma das funções implementadas neste pacote para resolver equações diferenciais
ordinárias é a função lsoda
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Sintaxe da funç ão lsoda

Para determinar uma solução numérica de
�

y0 = f (t; y)
y(a) = y0

usando a função lsoda , podemos executar as instruções

tempo  seq(a,b,by=h)

f  function(t,y,p) f list(f(t,y)) g

lsoda(y0,tempo,f,params)

que devolve uma matriz de valores aproximados �a solução y(t) nos pontos

a; a+ h; a + 2h; a + 3h; : : : ; b

(params : vector dos parâmetros de f (t; y ). Usualmente c() )
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Exemplo

Calcular uma solução aproximada do problema de valores iniciais no intervalo [0; 1]
�

y0 = � 2
p

y
y(0) = 1

e criar um grá�co de pontos com esses valores

require(odesolve)

y0  1

tempo  seq(0,1,by=.0001)

f  function(t,y,p) f list(-2 * sqrt(y)) g

y  lsoda(y0,tempo,f,c())

plot(y,xlim=c(0,1), ylim=c(0,1),col="red", xlab="t",y lab="y(t)", type="l")
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Grá�co de pontos obtido
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Soluç ões de equil�́brio e estabilidade

Nesta altura vamos apenas a�orar as noç ões de soluç ão de equil�́brio e estabilidade ,
que nos dão alguma informação sobre o comportamento das soluções a longo prazo

Para exempli�car vamos considerar uma populaç ão com crescimento log�́stico dado
pela equação

d y
dt

= 2 y
�

1 �
y
10

�

Temos as soluções constantes y(t) � 0 e y(t) � 10, designadas por soluç ões de
equil�́brio

O signi�cado destas soluç ões é óbvio: o número de indiv�́duos mantém-se inalterado ao
longo do tempo
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Comportamento a longo prazo

A solução não constante que veri�ca y(0) = y0 > 0 6= 0; K é

y(t) =
K

1 +
�

K
y0

� 1
�

e� r t
=

10y0

y0 + (10 � y0)e� 2 t

O seu comportamento da solução a longo prazo obtém-se calculando

lim
t !1

y(t) = lim
t !1

10y0

y0 + (10 � y0)e� 2 t
= 10

Conclu�́mos que embora a dinâmica apresente duas soluções de equil�́brio distintas, a
longo prazo a população tende a estabilizar em torno de valor da capacidade de
sustentação do meio K = 10
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Comportamento a longo prazo

Soluções de equil�́brioy

K = 10

5

y 0

t
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Estabilidade das soluç ões de equil�́brio
Análise qualitativa dos pontos de equil�́brio y = 0 e y = 10 :

l Como y0 = f (y), após uma pequena pertubação positiva da solução de equil�́brio y = 0 , y0(t ) > 0 e y(t) cresce procurando
atingir a posição de equil�́brio y = 10

Analogamente, uma pequena pertubação negativa de y = 0 fará com que y0(t ) < 0 e portanto que a solução decresça
inde�nidamente

Daqui resulta que a solução de equil�́brio y = 0 é inst ável .

l Após uma pequena pertubação positiva da posição de equi�́librio y = 10 , y0(t ) < 0 e y(t) decresce por forma a aproximar-se
novamente desta posição de equil�́brio

Analogamente, após uma pequena pertubação negativa em torno de y = 10 , y0(t ) > 0 e portanto y(t) tende a crescer por
forma a atingir novamente a posição de equill�́brio y = 10

Daqui resulta que a solução de equilibrio y = 10 é assimptoticamente est ável
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Retrato de fase de uma equaç ão
Representamos o grá�co da funç ão

y0 = f (y) = 2 y
�

1 �
y

10

�
;

num grá�co yOy0. No eixo do yy assinalamos ainda o retrato de fase da equação que consiste no ponto �xo inst ável y = 0
representado por meio de um c�́rculo a branco, no ponto �xo es tável y = 10 , representado por meio de um c�́rculo a preto (pontos
esses que corrrespondem aos zeros de f ) e na indicação, por meio de setas, da tendência de evolução das soluções em função
das condições iniciais

y 0 = 2 y (1 � y= 10)

100
y

y 0

Note que f 0(0) = 2 > 0 e f 0(10) = � 2 < 0. Veremos que esta derivada tem um papel fundamental no estudo da estabilidade de
soluções de equil�́brio
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3- Sistemas de equaç ões diferenciais ordin árias

Sistema de equaç ões diferenciais ordin árias é

8
>>><

>>>:

dy1
dt = f 1(t; y1; : : : ; yn)

dy2
dt = f 2(t; y1; : : : ; yn)

...
dyn
dt = f n (t; y1; : : : ; yn);

onde f 1; : : : ; f n : I � U ! Rn são funções cont�́nuas de�nidas num intervalo I de R e U
é um aberto de Rn
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Sistema em notaç ão vectorial

Utilizando a notação vectorial,

Y = ( y1; : : : ; yn) =

2

6
4

y1
...

yn

3

7
5 e F = ( f 1; : : : ; f n ) =

2

6
4

f 1
...

f n

3

7
5 ;

podemos escrever o sistema como

Y 0 = F (t; Y )
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Observaç ão

Apenas estudaremos sistemas de equações diferenciais ordinárias de primeira ordem

Veremos adiante que uma equação de ordem n pode ser transformada num sistema
com n equações de primeira ordem, pelo que aplicando essa transformação a todas as
equações de ordem superior a um de um sistema arbitrário, podemos transformá-lo
num sistema de ordem um

Usaremos indistintamente a notação Y 0 ou dY
dt para denotar a derivada de Y em ordem

�a variável tempo
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Exemplo 1

O sistema de equações diferenciais a duas variáveis,
� dy1

dt = y1 � y2
dy2
dt = y2 cos(t y1)

escreve-se na forma vectorial como

Y 0 = F (t; Y );

com F : R � R2 ! R uma função vectorial de�nida por,

F (t; Y ) = ( f 1(t; y1; y2); f 2(t; y1; y2)) = ( y1 � y2; y2 cos(t y1)) ;

i.e., como �
y0

1
y0

2

�
=

�
y1 � y2

y2 cos(t y1)

�
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Exemplo 2

O sistema de equações diferenciais,

Y 0 = � 2Y;

com Y 2 R3 de�ne a um sistema não acoplado de equações diferenciais, em que cada
equação não envolve as incógnitas das restantes equações,

8
>>>><

>>>>:

dy1
dt = � 2y1;

dy2
dt = � 2y2;

dy3
dt = � 2y3
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Exemplo 3: Interacç ões de esp écies

Podemos ter diferentes tipos de interacção consoante o efeito que cada uma das espécies
exerce na taxa de crescimento da outra espécie. Esquematicamente

1 2

+

0

Comensalismo

1 2

-

0

1 2

+

+

Mutualismo

1 2

-

-

Competiç ão

1 2

+

-

Predaç ão

Amensalismo

Apenas vamos considerar aqui os modelos de competição e predação de Lotka-Volterra
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Modelo de competiç ão de Lotka-Volterra

Neste modelo cada esp écie isoladamente evolui segundo o modelo log�́stico , i.e.,
isoladamente obtemos duas equações log�́sticas independentes

1
N1

dN1

dt
= r1

�
1 �

N1

K 1

�
 evolução da esp. 1

1
N2

dN2

dt
= r2

�
1 �

N2

K 2

�
 evolução da esp. 2

onde r i [resp. K i ] designa a taxa de crescimento per capita
[resp. capacidade de sustentação do meio] da população N i
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Formulaç ão

A dinâmica das duas espécies em competição é descrita pelo problema de valores
iniciais

8
>>>><

>>>>:

dN1
dt = r1N1

�
1 � N1

K 1
� � 1;2

N2
K 1

�
= f 1(N1; N2)

dN2
dt = r2N2

�
1 � N2

K 2
� � 2;1

N1
K 2

�
= f 2(N1; N2)

N1(0) = A1

N2(0) = A2

onde � 1;2 corresponde ao efeito relativo que a espécie 2 exerce na taxa de crescimento da
espécie 1 (competiç ão interespec�́�ca ) quando comparado com o efeito que a espécie 1
exerce na sua própria taxa de crescimento (competiç ão intraespec�́�ca )
Analogamente para � 2;1
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Modelo predaç ão de Lotka-Volterra

Este modelo baseia-se nos seguintes pressupostos:

l Na ausência de predadores a população de presas cresce exponencialmente com
uma taxa r > 0

l Na ausência de presas a população de predadores decresce exponencialmente
com uma taxa � k, k > 0

l A taxa de captura das presas por predador varia linearmente com o número de
presas

l Cada presa contribui de igual forma para a taxa de crescimento da população dos
predadores
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Formulaç ão

Denotando a população de presas por H (t) e a população de predadores por P(t)
podemos traduzir os pressupostos anteriores na seguinte formulação

8
>>>>>><

>>>>>>:

dH
dt = H (r � bP) = f 1(H; P )

dP
dt = P(cH � k) = f 2(H; P )

H (0) = H0

P(0) = P0

onde b > 0 é uma constante que mede a e�c ácia de captura das presas e c > 0 uma constante
que mede a contribuição das presas para a população de predadores
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Equaç ões diferenciais via sistemas

Consideremos a equação diferencial de ordem n,

y(n) = f (t; y; y0; y00; : : : ; yn� 1)

De�nindo novas vari áveis

y1 := y; y2 := y0; : : : ; yn� 1 := y(n� 2); yn := y(n� 1);

a equação anterior transforma-se no sistema n-dimensional
8
>>>>><

>>>>>:

y0
1 = y2

y0
2 = y3

...
y0

n� 1 = yn

y0
n = f (t; y1; y2; : : : ; yn� 1)
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Exemplo

Consideremos a equação diferencial de segunda ordem

y00= � y

Tomando y1 = y e y2 = y0, obtemos
8
<

:

y0
1 = y0 = y2

y0
2 = y00= � y

ou seja, obtemos o sistema bidimensional, ou planar,
8
<

:

y0
1 = � y2

y0
2 = y1
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Exemplo

Consideremos a equação diferencial de 3a ordem,

y000� 2y00+ y0y � 4 sint = 0

De�nindo y1 = y, y2 = y0, y3 = y00, obtemos

y0
1 = y0 = y2; y0

2 = y00= y3; y0
3 = y000= 2y00� y0y + 4 sin t

Daqui resulta que a equação anterior é equivalente ao sistema
8
<

:

y0
1 = y2

y0
2 = y3

y0
3 = 2y3 � y2y1 + 4 sin t
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Sistemas aut ónomos

A noção de sistema aut ónomo é a generalização para sistemas da noção de equação
diferencial autónoma

Um sistema de equações diferenciais aut ónomo é um sistema da forma

Y 0 = F (Y); F : U ! R;

com U um aberto de Rn , em que F não depende explicitamente de t, i.e., é da forma,
8
>>><

>>>:

y0
1 = f 1(y1; : : : ; yn);

y0
2 = f 2(y1; : : : ; yn);

...
y0

n = f n (y1; : : : ; yn);
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Campos vectoriais
Uma função vectorial F = ( f 1; : : : ; f n ) : U � Rn ! Rn designa-se por campo vectorial
que se representa aplicando em cada ponto Y 2 U o vector F (Y)

Por exemplo, o campo vectorial de�nido em R2,

F (Y) = F (y1; y2) = ( � y2; y1);

representa-se como abaixo
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Soluç ão de um sistema aut ónomo

Chamamos soluç ão do sistema autónomo

Y 0 = F (Y); F : U ! Rn ;

num intervalo I , a uma função

� : I ! Rn ; �( t) = ( ' 1(t); : : : ; ' n(t)) ; t 2 I;

tal que as funções ' i , i = 1; : : : ; n são deriváveis em I , �( t) 2 U, para todo o t 2 I e

� 0(t) = ( ' 0
1(t); : : : ; ' 0

n (t)) = F (�( t)) ; 8t 2 I

Resolver um sistema consiste em determinar o conjunto de todas as suas soluções,
também designado por soluç ão (ou integral) geral do sistema
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Problema de valores iniciais

Chamamos Problema de valores iniciais (PVI) ao problema que consiste em
determinar uma solução do sistema Y 0 = F (Y) que veri�que uma condiç ão inicial do
tipo Y(0) = Y0

Denotamos esta solução por Y(t) = � Y0 (t)

Por exemplo, a solução (única) do sistema

(y0
1; y0

2) = ( � y2; y1);

sujeita �a condição inicial Y(0) = Y0 = (1 ; 0) é

Y(t) = � (1;0)(t) = (cos t; sint)
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Teorema de Exist ência e Unicidade de soluç ão para sistemas
aut ónomos

Vamos agora enunciar um resultado central da teoria dos sistemas autónomos

Teorema Seja F : U � Rn ! Rn um campo de vectores de classe C1 de�nido num
aberto U de Rn , Y0 2 U e consideremos o problema de valores iniciais,

8
<

:

Y 0 = F (Y)

Y(0) = Y0

Então existe a > 0 e uma única função derivável � Y0 : [� a; a] ! Rn solução do sistema
do PVI em [� a; a], isto é, tem-se � Y0 (0) = Y0 e para todo o t 2 [� a; a], � Y0 (t) 2 U e
� 0

Y0
(t) = F (� Y0 (t))
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Notas:
l Podemos estender a solução do PVI, como solução única, ao maior intervalo

poss�́vel (necessariamente aberto) que contém a origem, designado por intervalo
maximal , e usualmente denotado por ]� Y0 ; � Y0 [

Se nada for dito em contrário supomos sempre que as soluções estão de�nidas
nos respectivos intervalos maximais (que podem ser distintos de R)

l Se o campo vectorial F não for de classe C1 em U, isto é, se não possuir derivadas
parciais cont�́nuas em U, o PVI pode admitir mais que uma solução

(Um exemplo em que isto ocorre é y0 = y
4
3 )

Se nada for dito em contrário supomos sempre que F é de classe C1
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60



Curva integral e traject ória

Cada solução Y(t) = �( t) de Y 0 = F (Y) parametriza uma curva em Rn , designada por
curva integral (ou curva soluç ão) do sistema

Se imaginarmos que o sistema Y 0 = F (Y) descreve o movimento de uma part�́cula ao
longo do tempo, a curva integral Y(t) indica a posição da part�́cula em cada instante e
Y 0(t) = F (Y(t)) o vector velocidade nesse mesmo instante, que é tangente �a curva
integral no ponto Y(t)

Ao grá�co de � : I ! Rn , i.e., ao conjunto

� = f (t; Y ) : t 2 I e Y = �( t)g;

chamamos traject ória de�nida por �
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Representaç ão de curvas integrais

Na �gura abaixo est ão representados o campo vectorial e várias curvas integrais do
sistema de FitzNagumo que é utilizado para estudar potenciais de acção em neurónios
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Diagrama de fase
Chamamos espaço de fase de Y 0 = F (Y ) ao conjunto de todos os poss�́veis estados do
sistema, que usualmente corresponde a um aberto de Rn

y1 ;:::;yn

Chamamos órbita que passa em Y0 ao conjunto imagem no espaço de fase da curva integral
que em t = 0 passa em Y0,


 (Y0) = Im � = f � Y0 (t) : t 2 ]� Y0 ; � Y0 [g � Rn

A órbita de um sistema “apenas” indica o percurso que foi efectuado e o sentido percorrido,
nada dizendo sobre a posição em cada instante nem sobre a velocidade

Pelo Teorema de existência e unicidade, o espaço de fase corresponde �a união disjunta de
todas as órbitas do sistema

�A colecção de todas estas órbitas orientadas no sentido de t crescente chamamos retrato (ou
diagrama) de fase
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Exemplo

A solução geral desta equação y0 = �y é como vimos

y(t) = Ce�t ; C 2 R

A solução que no instante t = 0 passa em y0 2 R dado é

y(t) = y0e� t

A trajectória que passa no ponto (0; y0) é o grá�co de y e a órbita o respectivo conjunto
imagem, orientado no sentido t crescente
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Traject órias e órbitas no modelo exponencial

Representação das trajectórias e do retrato de fase de y0 = �y , consoante a condição
inicial y0 > 0, y0 = 0 ou y0 < 0, para um valor do parâmetro � > 0

t 0

� = 0

� > 0

� < 0

Trajectórias

y 0 < 0

y 0 = 0

y 0 > 0

Órbitas

t

y

� > 0

� = 0

� < 0

y 0

Observe-se que no caso y0 > 0 [resp. y0 < 0], a órbita que passa em y0 é R+ [resp. R� ]
e que se y0 = 0 a órbita reduz-se ao ponto de equil�́brio f 0g
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Exemplo de um sistema planar

Consideremos novamente o sistema
�

y0
1 = � y2

y0
2 = y1

A curva integral deste sistema que no instante t = 0 passa em Y0 = (1 ; 0) é, como
veremos mais adiante,

� Y0 (t) = (cos t; sint) =
�

cost
sint

�
; t 2 R

A aplicação
t 7! � Y0 (t) = (cos t; sint);

parametriza uma circunferência de centro na origem e raio um, orientada no sentido
anti-horário, e que é tangente ao campo vectorial F (y1; y2) = ( � y2; y1)
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Traject ória e órbita em sistemas unidimensionaisl
A trajectória que passa no ponto (t0; Y0) = (0 ; (1; 0)) corresponde ao grá�co da
aplicação � , isto é, ao subconjunto de R3,

f (t; � Y0 (t)) : t 2 Rg = f (t; cost; sint) : t 2 Rg;

que de�ne uma curva espacial, que se chama curva helicoidal ou hélice

A órbita é o conjunto imagem, f � Y0 (t) : t 2 Rg, i.e.,

f (y1; y2) 2 R2 : y1 = cost; y2 = sin t; t 2 Rg

Eliminando a variável t obtém-se a equação da órbita, que corresponde a uma
circunferência de raio um centrada na origem,

y2
1 + y2

2 = cos2 t + sin2 t = 1

Instituto Superior de Agronomia / Matemática e Estat�́stica / 2009-10 146

Fluxo de um sistema

Seja 
 = f (t; Y0) : Y0 2 U; t 2]� Y0 ; � Y0 [g

Chamamos �uxo do sistema Y 0 = F (Y) �a função

� : 
 ! U;

de�nida por �( t; Y0) = � Y0 (t). Ao conjunto 
 chamamos dom�́nio do �uxo

O �uxo veri�ca as seguintes propriedades a

l �(0 ; Y0) = Y0

l �( t + s; Y0) = �( t; �( s; Y0))
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aSempre que estejam bem de�nidas no seu dom�́nio

64



Interpretaç ão do �uxo. Diferenciabilidade do �uxo

Podemos interpretar o �uxo da seguinte forma:

�( t1; Y0) corresponde ao estado do sistema no instante t1, admitindo que instante t = 0
o estado do sistema era Y0

O �uxo descreve simultaneamente a evolução ao longo do tempo de todos os estado de
um sistema. Em particular o �uxo permite

l Descrever a evolução de um ponto ao longo do tempo (i.e., determinar a respectiva
curva integral);

l Tirar sucessivos retratos do sistema em vários instantes;

Teorema O �uxo de um campo vectorial F de classe C1 é de classe C1 no seu dom�́nio

Em particular, as soluções Y(t) de um sistema autónomo de C1 dependem continua e
diferencialmente das condições iniciais Y(0)
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Exemplo 1

Vimos que a solução da equação diferencial

y0 = �y

que veri�ca a condiç ão inicial y(0) = y0 é

y(t) = y0 e� t ; t 2 R

Daqui resulta imediatamente que o �uxo associado a esta equa ção é

�( t; y0) = y0 e� t ; (t; y0) 2 
 = R2
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Exemplo 2

Consideremos o sistema bidimensional não acoplado

Y 0 = F (Y);

com F (Y) = F (y1; y2) = (2 y1; � y2)

A solução geral é Y (t) = ( �e 2t ; �e � t ), �; � 2 R

A solução que no instante t = 0 passa em Y0 = ( a; b) é portanto � Y0 (t) = ( ae2t ; be� t )

O �uxo associado deste sistema é portanto

�( t; (a; b)) = ( a e2 t ; b e� t ); (t; Y0) 2 R � R2

Instituto Superior de Agronomia / Matemática e Estat�́stica / 2009-10 150

Exemplo 3

Consideremos o sistema Y 0 = F (Y) cujo o retrato de fase é

C 0BA

D C

A 0
B 0

D 0

Se nos encontrarmos no instante t = 0 nalgum ponto Y0 da região assinalada pelos
vértices A, B , C e D, no instante t = t1 estaremos no ponto correspondente �( t1; Y0) da
região assinalada pelos vértices A0, B 0, C0 e D 0
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Pontos de equil�́brio e estabilidade

Um olhar mais atento �a �gura anterior permite distinguir 3 tipos distintos de órbitas:

l Órbitas que se reduzem a pontos - pontos de equil�́brio

l Órbitas que de�nem curvas fechadas - oscilaç ões peri ódicas

l Órbitas de�nidas por curvas n ão fechadas

Analogamente ao estudo dos sistemas discretos, também neste caso vamos estar
interessados em determinar a estabilidade dos pontos de equil�́brio e das oscilações
periódicas (órbitas fechadas e ciclos-limite)
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Pontos de equil�́brio

Chamamos ponto de equil�́brio ou ponto cr�́tico de Y 0 = F (Y), a um ponto Y � 2 U tal
que F (Y � ) = 0

Por outras palavras, os pontos de equil�́brio do sistema Y 0 = F (Y) correspondem �as
soluções constantes

Y(t) � Y � ; 8t

Estas soluções já nos apareceram quando estudámos as equações diferenciais com
variáveis separáveis

Tal como no caso dos sistemas dinâmicos discretos, os pontos de equil�́brio podem ser
neutralmente est áveis , assimptoticamente est áveis ou inst áveis
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Estabilidade de um ponto de equil�́brio

Intuitivamente um ponto de equil�́brio Y � de um sistema autónomo Y 0 = F (Y), diz-se
est ável se as curvas integrais se mantêm arbitrariamente próximas de Y � para todo o
futuro t � 0, para condições iniciais su�cientemente pr óximas de Y �

Um ponto de equil�́brio que não é estável diz-se inst ável

Um ponto de equil�́brio assimptoticamente est ável é um ponto de equi�́brio estável Y �

que atrai (no futuro) as curvas integrais com condições iniciais su�cientemente
próximas de Y � , i.e., se ' (t) denota uma curva integral que no instante inicial passa em
Y0 su�cientmente pr óximo de Y � , tem-se lim t ! + 1 ' (t) = Y �

Um ponto de equil�́brio estável que não é assimptoticamente estável diz-se
neutralmente est ável
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67



Ilustraç ão da estabilidade de um ponto de equil�́brio

Nos retratos de fase da �gura seguinte, C é assimptoticamente estável, A é
neutralmente estável e B e D são instáveis.

D

C

B

A
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Equaç ões diferenciais aut ónomas revisitadas

Dizemos que y� é um ponto de equil�́brio hiperb ólico da equação autónoma y0 = f (y)
se f (y� ) = 0 com f 0(y� ) 6= 0

Teorema O ponto de equil�́brio hiperbólico y� é assimptoticamente estável se f 0(y� ) < 0
e instável se f 0(y� ) > 0.

Se f 0(y� ) = 0 nada se pode concluir sobre a estabilidade de y� e temos que recorrer �as
derivadas de ordem superior de f em y� , quando existem!
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Exemplo

A equação autónoma y0 = f (y) com f (y) = y(1 � y)(2 � y) possui os pontos de
equil�́brio y = 0, y = 1 e y = 2. Como

f 0(0) = 2 > 0; f 0(1) = � 1 < 0; f 0(2) = 2 > 0

y� = 0 e y� = 2 são instáveis e y� = 1 é assimptoticamente estável

y 0

0
y

y 0 = y(1 � y )(2 � y )

K
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Sistema linearizado

Consideremos um sistema autónomo Y 0 = F (Y)
Chamamos sistema linearizado de F ao sistema

Y 0 = AY;

onde A = JF (Y � ) é a matriz Jacobiana que representa a derivada de F em Y �

Dizemos que um ponto ponto de equil�́brio Y � de

Y 0 = F (Y);

é hiperb ólico se A não possuir valores próprios imaginários puros
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Estabilidade de pontos de equil�́brio hiperb ólicos
�A semelhança do que acontece com as equações diferenciais, a estabilidade de um
ponto de equil�́brio hiperbólico Y � �ca determinada pela derivada de F em Y �

Teorema Consideremos o sistema (não linear) autónomo

Y 0 = F (Y)

e um ponto de equil�́brio hiperbólico Y � . Então:

l Se todos os valores próprios de A tiverem parte real negativa, Y � é
assimptoticamente estável

l Se existe algum valor próprio com parte real positiva, Y � é instável
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Exemplo: linearizaç ão do sistema de Lotka-Volterra

Consideremos o sistema de equações diferenciais do modelo de competição de
Lotka-Volterra

8
>><

>>:

dN1
dt = r1N1

�
1 � N1

K 1
� � 1;2

N2
K 1

�
= f 1(N1; N2)

dN2
dt = r2N2

�
1 � N2

K 2
� � 2;1

N1
K 2

�
= f 2(N1; N2)

O sistema tem duas isoclinas nulas (ou nullclinas ) que correspondem �as curvas onde
cada uma das populações tem crescimento nulo
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Isoclinas nulas

Para a espécie 1, a correspondente isoclina nula é

r1N1

�
1 �

N1

K 1
� � 1;2

N2

K 1

�
= f 1(N1; N2) = 0 ;

Para a espécie 2, a correspondente isoclina nula é

r2N2

�
1 �

N2

K 2
� � 2;1

N1

K 2

�
= f 2(N1; N2) = 0 ;

Os pontos de equil�́brio do sistema correspondem, como é óbvio, aos pontos de
intersecção das duas isoclinas, i.e.,

�
N1 = 0 _ N1 + � 12N2 = K 1 (isoclina nula de N1)
N2 = 0 _ N2 + � 21N1 = K 2 (isoclina nula de N2)
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Pontos de equil�́brio

(0; 0), (0; K 2), (K 1; 0) e eventualmente um quarto ponto de equil�́brio, caso a isoclina de
N1, N1 + � 12N2 = K 1 (a cheio) intersecte isoclina de N2, N2 + � 21N1 = K 2 (a tracejado)
no primeiro quadrante

K 1 K 1

K 1K 1

K 2
� 21

K 2

K 2

K 1
� 12

K 2

K 2
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Matriz Jacobiana

A derivada de F no ponto genérico é

JF (N1; N2) =

2

4
r1 � 2r 1

K 1
N1 � r 1 � 12

K 1
N2 � r1� 12N1

� r2� 21N2 r1 � 2r 2
K 2

N2 � r 2 � 21
K 2

N1

3

5

e a linearização de F em cada ponto de equil�́brio Y � , é Y 0 = AY com A = JF (Y � ).

JF (0; 0) = diag(r1; r2) tem dois valores próprios com parte real positiva, pelo que a
origem é instável

Uma análise semelhante pode ser efectuada aos restantes pontos de equil�́brio para
determinar a sua estabilidade
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Classi�caç ão dos pontos de equil�́brio dos sistemas bidimensionais

Um sistema de equações diferenciais lineares é um sistema que se pode escrever na
forma

8
>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

dy1
dt = a11(t)y1 + a12(t)y2 + � � � + a1n (t)yn + b1(t);

dy2
dt = a21(t)y1 + a22(t)y2 + � � � + a2n (t)yn + b2(t);

...

dyn
dt = an1(t)y1 + an2(t)y2 + � � � + ann (t)yn + bn (t);

com ai;j ; bi : I � R ! R, funções (que admitimos cont�́nuas) de�nidas nalgum intervalo I
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Notaç ão matricial
Designando

A(t) =

2

6
6
6
4

a11(t) a12(t) � � � a1n (t)
a21(t) a21(t) � � � a2n (t)

...
...

. . .
...

an1(t) an2(t) � � � ann (t)

3

7
7
7
5

; b(t) =

2

6
6
6
4

b1(t)
b2(t)

...
bn (t)

3

7
7
7
5

;

o sistema anterior escreve-se na forma matricial como

Y 0 = A(t)Y + b(t)

Um sistema linear diz-se homog éneo se a b= 0 e diz-se de coe�cientes constantes
se A for constante, i.e., não depender de t.
Notemos que os sistemas lineares homogéneos de coe�cientes constantes s ão
autónomos
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Exemplo 1

Consideremos o sistema �
y0

1 = 2y1 + y2 + sin t
y0

2 = � y2 + cost

Trata-se de um sistema linear com coe�cientes constantes, n ão homogéneo. Podemos
escrever este sistema em notação matricial como,

Y 0 = AY + b(t);

com

A =
�

2 1
0 � 1

�
e b(t) =

�
sint
cost

�
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Teorema de exist ência e unicidade para sistemas lineares

O teorema de existência e unicidade para sistemas autónomos garante imediatamente
o seguinte resultado

O problema de valores iniciais, �
Y 0 = AY

Y(0) = Y0;
(1)

admite solução única para todo Y0 2 Rn

No entanto para sistemas lineares é poss�́vel determinar o seu conjunto de soluções
analiticamente

Apenas enunciaremos aqui esse resultado, no caso particular dos sistemas lineares
de�nidos por matrizes com n valores próprios distintos
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Soluç ão geral de um sistema linear com n valores pr óprios distintos

Teorema Seja A uma matriz de ordem n que admite n valores próprios reais distintos
� 1; � 2; : : : ; � n associados a vectores próprios v1; v2; : : : ; vn

Então Y(t) é solução do sistema linear homogéneo de ordem n com coe�cientes
constantes Y 0 = AY sse fôr combinação linear das funções

e� 1 t v1; e� 2 t v2; : : : ; e� n t vn ;

i.e., sse existirem constantes C1; C2; : : : ; Cn 2 R tais que

Y(t) = C1 e� 1 tv1 + C2 e� 2 t v2 + � � � + Cn e� n t vn
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Notas

l Ao conjunto de soluções
�

e� 1 tv1; e� 2 t v2; : : : ; e� n t vn

	
;

chamamos sistema fundamental de soluç ões (s.f.s.)

l É válido o princ�́pio de sobreposiç ão de soluç ões:

se Y e Z são soluções de Y 0 = AY e �; � 2 R, então

�Y + �Z

é ainda solução do sistema
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Soluç ão de um sistema de ordem 1

Consideremos a equação diferencial linear y0 = �y

A solução geral desta equação é

y(t) = Ce�t ; C 2 R

Por outras palavras, qualquer solução é combinação linear (múltiplo) da solução e�t

Logo f e�t g constitui um s.f.s. do sistema
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Soluç ão de um sistema de ordem 2 e respectivo �uxo

Consideremos o sistema Y 0 = AY com A =
�

0 1
� 2 3

�

A admite valores próprios � 1 = 1 e � 2 = 2 associados aos vectores próprios v1 = (1 ; 1) e
v2 = (1 ; 2), respectivamente. Logo Y 0 = AY admite o s.f.s. f Y1; Y2g onde

Y1(t) = et
�

1
1

�
= ( et ; et ); Y2(t) = e2t

�
1
2

�
= ( e2t ; 2e2t )

Daqui resulta que a solução geral de Y 0 = AY é

Y (t) = � (et ; et ) + � (e2t ; 2e2t ) = ( �e t + �e 2t ; �e t + 2 �e 2t );

com � e � constantes arbitrárias
A solução que no instante t = 0 passa em (a; b) obtém-se resolvendo o sistema

� (1; 1) + � (1; 2) = ( a; b) , (�; � ) = (2 a � b; b� a)

e portanto a aplicação de �uxo é

�( t; (a; b)) = (2 a � b)(et ; et ) + ( b� a)(e2t ; 2e2t ); (a; b; t) 2 R3
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Aplicaç ão �as equaç ões lineares de ordem superior
De�nindo novas vari áveis y1 = y e y2 = y0, a equação

y00� 3y0+ 2y = 0

transforma-se no sistema linear homogéneo com coe�cientes constantes,

Y 0 = AY =
�

0 1
� 2 3

�
=

�
y1(t)
y2(t)

�

cuja solução geral é

Y(t) = ( y1(t); y2(t)) = ( �e t + �e 2t ; �e t + 2�e 2t ); �; � 2 R

Logo a solução geral de y00� 3y0+ 2y = 0 é

y(t) = y1(t) = �e t + �e 2t ; �; � 2 R
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Soluç ão de um sistema de ordem 3

A matriz A =

2

4
1 0 0

� 8 4 � 6
8 1 9

3

5 admite valores próprios � 1 = 1, � 2 = 6 e � 3 = 7,

associados aos vectores próprios v1 = ( � 15; � 8; � 16), v2 = (0 ; � 3; 1) e v3 = (0 ; � 2; 1),
resp.

Logo o sistema Y 0 = AY admite o s.f.s. f Y1; Y2; Y3g onde

Y1(t) = et

2

4
� 15
� 8
� 16

3

5 ; Y2(t) = e6t

2

4
0

� 3
1

3

5 ; Y3(t) = e7t

2

4
0

� 2
1

3

5

Daqui resulta que a solução geral deste sistema é

Y(t) = ( � 15� e t ; � 8 � e t � 3 � e 6t � 2 
 e 7t ; 16� e t + � e 6t + 
 e 7t );

onde �; �; 
 são constantes reais arbitrárias
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Em preparaç ão...

Classi�caç ão dos pontos de equil�́brio de sistemas lineares bidimensionais
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