INSTITUTO SUPERIOR DE AGRONOMIA
MATEMATICA E ESTATISTICA - 2009/10
13 de Novembro, 2009 PRIMEIRO TESTE Uma resolucao possivel

l.y=ae’ < Iny=Ina+fz, que é uma relacio linear entre y = In y e z, de pardmetros
o =lnaef =0.

2. Com base no modelo linearizado e na informacgao do enunciado, tem-se:

(a) o valor estimado do logaritmo do teor de ozono é In y = 0.32212 + 0.12150(25) = 3.35962.
Logo, o teor médio de ozono estimado, nas unidades originais, é § = 335962 = 28 77825
ppmm.

(b) Vamos primeiro construir um intervalo de predigdo para o valor do logaritmo de teor de
ozono, se Temp = 25, usando a expressao do formulério e tendo em conta a informagao do
enunciado:

(a+bz) =ty s \/ QURE[1h+=D | 335962 + fogssqy (05848 1ifp 2oz [

(nfl)s%
| 3.35962 — 1.98(0.5848)(1.004337) , 3.35962 + 1.162926 |
] 2196694 , 4.522546 |

Para ter um intervalo de predigao para o teor de ozono nas unidades originais, tomamos os
exponenciais dos extremos do intervalo, obtendo:

| 8.995227 | 92.0697 | .
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1. O melhor preditor linear sera a varidvel mais correlacionada, em valor absoluto, com a variavel
resposta antocianas. Tendo em conta a tabela dada, essa variavel é IPT, para a qual r = 0.78494
e portanto o respectivo Coeficiente de Determinacio serd R?> = 0.6161308. Neste modelo de

Regressao Linear Simples, o teste de ajustamento global do modelo (cujas hipoteses se podem

escrever como Hy : = 0 vs. Hy : [ # 0) tera estatistica do teste dada por F = % =

(n— 2)%. A ser verdade Hy, essa estatistica tem distribuigao F{j,_g). A Regiao Critica deste
tipo de testes é unilateral direita, pelo que rejeitamos Ho se Fraie > fr(1,n—2) = fo.05(1,253) = 3.90
(0s valores tabelados sao fj 51,1200 = 3-92 € fo.05(1,00) = 3.84). No nosso caso, Feqe = 253 ¥

0.6161308
1-0.6161308

apesar do valor pouco elevado de R?.

= 406.0787. De forma clara, rejeita-se Hy e considera-se que o modelo nao é inutil,

2. (a) E pedido um teste para comparar o
Modelo Completo  (C) Y = By + Biw1 + Boxo + PB3ws + Baxy
com o

Submodelo (S) Y =/ + B2,



onde Y representa o teor de antocianas, x; os graus brix, g o IPT, x3 o pH e x4 a acidez
total. Efectuamos um teste F' parcial para comparar este modelo e submodelo.

Hipoteses: Hy:p1=03=0=0 Vs. Hy : (81 #0)V (B3 #0)V (Bs #0)
ie, [Modelo e Submodelo iguais| vs. [Modelo e Submodelo diferem]|

T _ (SQREs—SQREc)/(p—k) _ n—(p+1) RZ—R2
Estatistica: F = SQI%S‘EC/(nf(ngl)) =R 1c_R2Cs

Nivel de significaAncia: v = P[Erro do tipo I| = P[Rej. Hy|H( verdade| = 0.05.

Regiao Critica: (Unilateral direita) Rejeitar Ho se Fiaie > fryp—kn—(p+1)) = f0.05(3,250) ~
2.64.

Conclusoes: Temos n = 255, p = 4, k = 1, R% = 0.7467 (dado no enunciado). Uma vez
que o submodelo é uma regressao linear simples, o seu Coeficiente de Determinagao é o
quadrado do coeficiente de correlagao entre o preditor e a variavel resposta, isto €, entre
IPT e antocianas. Logo, R% = (0.78494)% = 0.6161308, e Fq, = 230 . LTA6T-06161308
42.956. Assim, rejeita-se Hy ao nivel v = 0.05, ou seja, a regressao linear simples é
significativamente pior que o modelo completo com 4 preditores.

N F(p,k7n,(p+1)), sob Hy.

O valor indicado é a estimativa de (3, o coeficiente que multiplica a varidvel pH no modelo
de relagao base Y = §y + f1x1 + Boxo + P3x3 + Bax4. Assim, estimamos que um aumento
de 1 valor na escala pH esteja associado a uma diminuicao esperada de 77.7083 g/dm? no
teor de antocianas.

E pedido um intervalo para a variagdo em E[Y] associada a aumentar simultaneamente x
e x4 em uma unidade. Ora,

E[Y|X1:$1+1,X2:xg,X3:$3,X4:$4+1] = ﬁo—|—ﬁ1($1+1)+ﬁ2$2—|—ﬁ3$3—|—ﬂ4($4—|—1)
- EY[Xi=z1, Xo=29, Xz=13, Xy=m4] = o+ B121+ Pax2 + G373 + G424
B + B4

Assim, o que se pede é um IC a 95% para 31 + (4. Trata-se dum caso particular duma
combinagao linear dos parametros 3;, a‘8, sendo neste caso a! = (0,1,0,0,1). A partir do
formulério o intervalo pedido tem a forma:

] atb — t’\//Q(n—(p-f—l)) . 5‘atﬁ s (bl + b4) + t0_025(250) ’ 6-314‘34 |: ’

Ora, pelo enunciado, by = 38.1179, by = —38.8869, t(025(250) ~ 1.97 e (tendo em conta

a matriz de covariancias associada & estimagao dos parametros) &31 Y. V(B + B4] =

\/ V[Bi] + V[B4] + 2 Cov[By, Bs] = /15.368023 + 516.4850464 + 2(23.3648109) = 24.05375.
Logo, o IC pedido é:

] —0.769 — 1.970 (24.05375) , —0.769 -+ 47.38588 |
] —48.15488 , 46.61688 |

O intervalo inclui o valor zero, pelo que é admissivel (a 95% de confianga) a hipotese de que
nao hé alteragao no teor esperado de antocianas.

Pelo formulario, AIC = nln (%) +2(k+1). Neste caso, k =4, n =255 e SQRE =
(VQMRE)? (255 — 5) = (57.75%)250 = 833765.6. logo, AIC = 2073.573. Para ser

escolhido, um submodelo com apenas 3 preditores tem de ter um AIC menor, ou seja,
AIC3 < 2073.573, indicando por AIC3 o AIC dum submodelo com 3 preditores. Ora,



AIC3 = 255 In <M> + 8, onde SQRFE3 indica a Soma de Quadrados Residual do sub-

n
modelo com 3 preditores. Assim,

= 8.100287

E. 2073.573 —
AICs < 2073573 < In (SQR 3> o 20735738

255 255
& SQRE; < 3190287 .o55 — 840330.7

Logo, SQRFE3 = 840330.7 é o maior valor de SQRFE para o qual um submodelo com
3 preditores nao difere significativamente do modelo de 4 preditores dado no enunciado,
através do critério do AIC.
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1. Trata-se de um delineamento a um factor (camada de vegetacdo), sendo a variavel resposta

numeérica (Y') a densidade das moscas. O delineamento é equilibrado, pois existe igual niimero
(ne = 5) de observagdes em cada um dos k = 3 niveis do factor. Para responder a questao,
podemos admitir um modelo ANOVA a um factor, e testar a existéncia de efeitos de nivel, i.e.,
testar se as médias populacionais sao iguais nas trés camadas de vegetacao. Eis o modelo:

(a) A observagao j no i-ésimo nivel do factor (camada vegetativa) é dada por:
Yij:,ul—l—ai—i—eij, Vi=1,23 e Vj=1,2,3,45,

tendo-se ainda a; = 0. O pardmetro u; representa a média populacional no primeiro nivel
do factor, enquanto que oo e ag representam os acréscimos a 1, que conduzem as médias
populacionais nos segundo e terceiro niveis do factor: ps = puy + as e us = p1 + as.
Finalmente, os €;; representam erros aleatérios aditivos.

(b) €; N N(0,0%), Vi,j.

(c) {€ij}i,; sdo variaveis aleatorias independentes.

. Pelo formulério,

2

SQF = > ni(@—73.)" = 5@ 7.+ @ —7.)° + @ —7.)°]

™=

=1
= 5[(10.82 — 7.7)% 4 (6.38 — 7.7)% 4 (5.90 — 7.7)%] = 73.584 .

Tem-se ainda, SQT = (n — 1) s; = 14(7.648571) = 107.080 e SQRE = SQT — SQF = 33.496.
Logo, a tabela-resumo da ANOVA é:

SQs gl QMs F
Factor | 73584 | k—1=2 | QMF =3% =36.792 | F = S4s = 13.181

Residual | 33.496 | n— k=12 | QMRE = 29EE = 2791 -
Total [ 107.080 [n—1=14 ~ -

. O teste aos efeitos do factor:

Hipoteses: Hy :aa=a3=0 VS. Hy : (a2 #0) V (ag #0)
[Camada nao afecta densidade] VS. [Camada afecta densidade]



2.

Estatistica do Teste: F' = QQj\%fE N F—1,n—k), sob Ho.

Nivel de significancia: v = P|Erro do tipo I| = P|Rej. Ho|H( verdade| = 0.05.

Regiao Critica: (Unilateral direita) Rejeitar Hy se Feqe > Jyk—1,n—k) = Jo.05(2,12) ~ 3.89.

Conclusoes: Como F,,. = 13.181 > 3.89, rejeita-se Hy ao nivel v = 0.05, ou seja, concluimos
que as moscas tém preferéncias diferentes por diferentes camadas.

. Com base no teste de Tukey, duas médias populacionais de nivel, u; e p;, devem ser consideradas

diferentes se as respectivas médias amostrais excederem o termo de comparagao, isto é, se

_ _ [QMRE 2.7913
;. — Y| > Ay (kn—k) T = 40.05(3,12) 5 = 3.77(0.747168) = 2.82 .
C

Ora,
7. — U = [10.82 —6.38] = 4.44
5. —¥s.| = [10.82—5.90] = 4.92
7. — U] = 16.38—-5.90 = 0.48

Logo, conclui-se que o primeiro nivel (camada herbacea) tem média diferente das outras duas
camadas, que por sua vez nao diferem entre si, em média. Tendo em conta o valor das médias,
podemos afirmar que as moscas revelam uma preferéncia pela camada herbacea.

v

. Por definicao, E =Y — Y=Y-HY= (I-H)Y. Logo, o vector E dos residuos é dado por

transformagoes lineares dos valores do vector Y. Ora, sabemos que a partir dos pressupostos do
modelo (Y = XB+€, € NN, (0,0%I)) decorre que Y N N, (XB,0°I). Logo, E = (I-H)Y
também tem de ter distribuigdo Multinormal (Acetato 128). Os parametros dessa distribui¢ao
sao (tendo em conta as propriedades dos vectores esperados e das matrizes de covariancias de
vectores aleatorios):

E[E]=E[(I-H)Y]=(I-H)E[Y]=1-H)X3=X3-HXS.

Ora, H é a matriz de projecgao ortogonal sobre o subespago C(X), e as colunas de X ficam
invariantes quando projectadas num subespaco ao qual ja pertencem, ou seja, HX = X. Logo,
E[E] = X8 — X = 0. Por outro lado, V[E] = V][I -H)Y] = I-H)V[Y]( — H)! =
o?(I — H)(I' — H'). Tendo em conta que I' = I, I? = I, H' = H ¢ H?> = H (recorde-se
que matrizes de projecgdo ortogonal sao sempre simétricas e idempotentes), temos: VI[E] =
o?(I? - H — H+ H?) = ¢?(I — H), como se queria mostrar.

(a) A estatistica do teste F' parcial é, como indicado no formulario,

o SQRES—SQREC‘n—(p—i—l) B SQRES_l n—(p+1)
N SQREc p—k  \SQRE:- p—k

F-(p—k) SQREg

—_ 0 4] = =
n—(p+1) SQREc
SQRE:- 1

= =
SQRE E-(p—k)

CREs T+l




(b)

(c)

Ora, por definicao, ggggg

negativo (o que pode ser confirmado, quer pela expressao que define F', quer pelo facto de

F (p—k) SQRE,
ey 21 © Sgres =1

> 0. Por outro lado, o valor da estatistica F' nao pode ser

ter uma distribui¢ao F'), pelo que 1+

Quanto maior for o valor da estatistica F', mais proximo de zero esta o quociente ggggg , isto

é, tanto maior serd SQRFEg, em relagao a SQRE¢. Ora, se a Soma de Quadrados Residual
ajustada do Submodelo féor muito maior que a Soma de Quadrados Residual ajustada do
modelo completo, é duvidoso que modelo e submodelo sejam equivalentes, como afirma a
Hipoétese Nula do teste F' parcial.

Vimos nas aulas teodricas que SQRE é o quadrado da distancia entre o vector Y das obser-
vagoes e o vector Y que é a projeccao ortogonal de Y sobre o espago coluna da matriz X,
C(X). Ora, o modelo completo tem associada uma matriz X¢ com uma coluna de uns e p
colunas adicionais, cada uma das quais tem os valores observados duma das variaveis predi-
toras. A correspondente matriz do submodelo, X g, tem apenas algumas das colunas de X .
Logo, o subespago coluna de Xg esté contido no subespago coluna de X¢: C(Xg) C C(X¢).
Como a projecgao ortogonal de Y em qualquer subespago resulta no vector desse subespaco
que esta mais proximo de Y (& menor distancia de Y), esta relagao de inclusao de sube-
spagos implica que Y tem de estar tao ou mais proximo da sua projecc¢ao Y ¢ sobre C (Xe)
do que da sua projeccao Yg sobre C(Xgs). Ou seja, SQRE- < SQREj.



