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Capitulo 1

Complementos sobre derivadas

A derivada de uma funcao da indicacoes interessantes sobre o comportamento da fungao
(ver Figura [[T)). O sinal da derivada da informagao sobre a monotonia (crescimento e
decrescimento). Os zeros da derivada sao as abcissas dos possiveis extremos da funcao
(méximos e minimos). Também o sinal e os zeros da segunda derivada estao relacionados

com o sentido da concavidade e os eventuais pontos de inflexao do grafico da funcao.

f'e)=0

Figura 1.1: Alguns detalhes do grafico de f(z) e suas rela¢oes com 1* e 2* derivadas.



1.1. REGRA DE CAUCHY

Vamos apresentar outras aplicacoes da derivada. Em particular, vamos usar derivadas
para levantar indeterminacoes no cédlculo de limites e para aproximar fungoes por poliné-

mios.

1.1 Regra de Cauchy

No calculo dos limites de fungoes as indeterminagoes ocorrem quando as regras operatorias
dos limites nao se aplicam. Por exemplo,
—z3 =2 1
. T T+
lim ——
T—+00 Sxd —4
conduz a uma indeterminagao do tipo 2. Esta indeterminagao pode ser levantada pondo

em evideéncia os termos de maior grau no numerador e no denominador. Tem-se assim,

’ —z¥ -2z +1 ’ —B(1+3% - %) . —a 1
im —————— = lim = lim —— = ——.
T—+00 53 — 4 z—+oo  Hr3(1 — %) z—+oo H3 5)

De uma forma geral para levantar indeterminacoes geradas por fungoes racionais, quando
x tende para infinito, aplica-se a seguinte férmula:

R A S T L S S . apx”
lim - = lim ,com ay, by, # 0.
z—+00 by x™ + byy_1x™ L + - - + by z—+00 by, x™

O resultado que vamos agora apresentar permite levantar indeterminacoes geradas por

uma grande variedade de funcoes.

Teorema 1.1 (Regra de Cauchy: indeterminagoes 8 e )

Sejam f, g duas funcgoes derivaveis num intervalo aberto I de extremidade a (a pode ser

—00 ou +00) tal que g'(x) # 0 para todo o x € I. Se

1. lim f(z) = lim g(x) =0 ou o0, e

r—a r—a

/
2. existe lim [x) (finito ou infinito),

g ()
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CAPITULO 1. COMPLEMENTOS SOBRE DERIVADAS

entao

lim M = lim f/(x)
v—a g() v—a g'(x)

Vejamos alguns exemplos de aplicagao da regra de Cauchy.

ExeEMPLOS 1

1. O limite notavel lir% w(%) = 1, pode agora ser obtido assim:
Tr— T
o !/
lim 22— fim (sin z) = limcosz = 1.
z—0 X z—0 x! z—0
In(1 e 1+3
2. lim M(@): lim % = lim Ty
T—+00 ln(l + 31’) o0 T—+00 T30 T——+00 3 —+ 3x
. ex - 1 0 . T
5 ilir(l) x (6)_:113%6 =L
4. lim smx(%) = lim 2\/zcosz = 0.

r—0t \/E x—0+

E de salientar dois tipos de situagoes que podem ocorrer ao utilizar esta regra.

OBSERVAGOES 1

"(x x
1. Pode nao haver lim f/( ) e, no entanto, existir lim M
v—a g'(x) 2—a g(z)
T +sinx sin x sin x :
lim +7(§) = lim (1+ ) = 1, uma vez que lim = 0, pois |22
T—00 €T T—00 €T T—00
e lim — = 0.
AT
Neste caso, a regra de Cauchy nao é aplicavel dado que (”ii,n 2 — 1+ cos ndo tem

limite quando x tende para oo.

2. Em certos casos a regra deve ser aplicada repetidas vezes.

1 ——cosz
Para obter lim —————(
z—0 €x

sinx .. COST 1
(5) = lim

olo

) = lim
e—0 2x

vezes.
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1.1. REGRA DE CAUCHY

A regra de Cauchy permite concluir o seguinte.

Proposig¢ao 1.2 Para todo o o € RT tem-se

xT

1. lim < = +00.
T—4o00 %
) Inz
2. lim — =0.

r—+oo %

Assim, quando comparadas com qualquer poténcia positiva de x, a funcao e* cresce mais

rapidamente enquanto In x cresce mais devagar. (Ver Figura [[.2])

Y y:ex
' 2
Y=z
' :
\
‘l
\
\
\
\
\
\
\
\
\
‘I
‘I
\
\
\
\
Y , y=x
g
A} ! p—
' ) y—\/E
X ,
N N T _
<7 e
1 e

Figura 1.2: Gréficos das funcoes Inz, %, /7, x e 2%

EXERCicIOS 1

1. Calcule, se existir, cada um dos seguintes limites.
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CAPITULO 1. COMPLEMENTOS SOBRE DERIVADAS

. r— 2 . sinx . e’
2) }:1—% 622 — 10z — 4 b) alcl—% cosw — 1 °) mEToo 5 5
423 — 5 1 T—1-—
d) lim Az —oxt+l ¢) lim - -r
T— 400 Inx z—0 ln(l —+ ZL‘) — T

2. Prove a proposicao L2

A aplicacao da regra de Cauchy nao se esgota em indeterminacoes dos tipos 8 e 2, uma

vez que indeterminacoes de outros tipos podem ser convertidos nestes.

Indeterminacoes 0 x oo

Utilizando f - g = 5, transformam-se em indeterminacoes dos tipos g ou 2.
g

EXEMPLOS 2

1
Inz =
L lim 2Inz(0x ) = lim —(2) = lim —% = lim —o =
x—07F z—0t = z—0t — = z—07T
xT xT
: . : 1
2. lim ze® (cox0) = lim (2)= lim — =0
T——00 r——00 T "X r——oc0 e~ ¥

Indeterminacoes 0", co”, 1

Indeterminagoes destes tipos transformam-se em indeterminacgoes 0 x co. Dado que, para
g . . ~ . . ~ .
f > 0, pode escrever-se f9 ="/’ = ¢ 9S4 indeterminacio introduzida pela poténcia

exponencial f9 é transferida para o produto gln f, sob a forma 0 x co.

EXEMPLOS 3

lim zlnx
1. lim z% @) = lim e*"% = ¢ e—0* = ¢’ =1, uma vez que, como vimos atras,
z—0t z—0t
lim zlnxz = 0.
z—0t
. 1 : 1na Erf —lnz . 1
2. lim z° (% = lim e= =gt =e¢ =1,vistoque lim —InzOxox)=
xr——+00 xr——+00 r——+00 I
Inz 1
lim — (=)= lim —=0.
z—+o0 r—+o0 T
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1.1. REGRA DE CAUCHY

1 X
3. lirJlrl (1+—) (10) = lir}rl eln(+3)  — ol - e, tendo em conta que
Tr——+00 €T Tr——+00
1 In(1 —+ 1 fazendo y=1 In(1 1
lim zln(1+—) (e x0) = lim y 9) =" lim (1 +y) = lim — =1
T—+00 T T——+00 y—0t Y y—0+ 1+ Y

xT

1\* 1\"
Note que lim (1 + —) = e generaliza o resultado das sucessoes: lim (1 + —) = e.
x

r—-+00 n—-4o00 n

Indeterminacoes oo — oo

Geralmente este tipo de indeterminacao levanta-se transformando a expressao num quo-
ciente.

Vejamos alguns exemplos.

ExeEmpPLOS 4

1 sin x . l—sinz
1. lim (secx —tgx) (o—-o0) = lim ( - = lim ———(f)
p—IF z—Z+t COST  COST z—ZT  COST
. —COSIT
= lim =0.

Tt — sin x

| |
2 lim (ln:c—:c) (o —o00) = lim = (ﬂ _ 1) = —o00, atendendo a que lim ﬂ(g) =
T—+00 T—+00 xX r—+o00 I
. 1
lim — = 0.
r—-+00 I
1 1 1 — —1
3. lim (_ __ ) oo = lim BT L0y ST oy
z—0\x sinx r—0 xsinx z—0 x CcoSx + sinx
. —sinx
= lim =0

z—0 COST — SN T + cosx

EXERCICIOS 2

1. Calcule, caso existam, os seguintes limites.

24+ 2x—3 et —e” 1
2) o3 202 1 32— 9 b) xlir& Inz °) alcl—>r% e
d) lirJlra ze " e) hT <\/ 22 +1— \/§>
. . . 1/x . 1/x
f) mlir(lgl+ tgxlnz g) xlgélJr (sinz) h) }Jlir(l](cos x)
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CAPITULO 1. COMPLEMENTOS SOBRE DERIVADAS

N 1 ~ .. In(Inz) o
1 “+1In— lim ————= k) 1 e
1\* 1 1
) i 1+ — li 1) li - —
) m—lf—i{loo < N IE) m) xl»%%r(e ) n) xl_’n% <:E —1 lnx)
o : . r—sinw : 2 \x
0) wll,r{ﬁ sin z In(sin x) D) glcli% P q) xlg&(ln )

2. Determine, caso existam, as assimptotas dos graficos das seguintes fungoes.

a) y= 733522;5?6 b) y=+v12—2x c) y=(x®+2x)e "
1 se <0
d)yzQaz—%e”% e)y=<4 "

1+e®se >0

3. Identifique os maiores dominios de continuidade e derivabilidade das seguintes fun-

coes e defina as correspondentes derivadas de 1* ordem.

rlnx se x>0 % se x#0
a) y = b) y=
22+1 se <0 1 se =0

e 2 —1 se x #0

—1 se =20

1.2 Formula de Taylor

Os polinémios sao fungoes simples, com propriedades bem conhecidas e particularmente
adequados para a realizacao de calculos numéricos. Vamos mostrar que muitas funcoes
podem ser aproximadas por polinomios. Neste contexto vai intervir a nocao de derivada
de ordem superior a primeira.
Define-se, por recorréncia, derivada de ordem n € N de f, que se representa por f™ a
funcao

W = (f=1)" " com a convencao f© = f.

Também é usual representar a derivada de ordem n de y = f(x) por T4 ou 4.
dx dx

EXEMPLOS 5
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1.2. FORMULA DE TAYLOR

1. As sucessivas derivadas da funcao sin z sao:

sin® z =sinz, sin’ x = cosz, sin” z = —sinx, sin” z = — cosx, sin® z =sinz, .. ..

2. A derivada de qualquer ordem da funcao exponencial e* é e”.

3. As sucessivas derivadas do polindémio P(x) = 3z* — 223 + 42% — z + 1 sdo:
P'(x) =122% — 62* + 8z — 1
P"(x) = 362? — 122 + 8
P"(x) =72z — 12
P (x) =72
PM™(z) =0,n > 5.

Em geral, se P(z) é um polinémio de grau m, tem-se P™(z) = 0, para n > m + 1.

As fungoes que admitem derivadas de qualquer ordem dizem-se indefinidamente derivaveis.

Todas as funcoes dos Exemplos [l sao indefinidamente derivaveis.

Vamos agora mostrar que para toda a funcao f que admite derivada de ordem n no ponto
a, existe um polinémio P,, de grau menor ou igual do que n, que é uma boa aprorimacao
de f para valores de z préximos de a. Mais precisamente, vamos mostrar que o erro
|R.(x)| = |f(x) — P,(x)| de utilizar o valor de P,(x) em substituicao de f(x) é tal que

R, ()

lim = 0. E este o significado de P, ser uma boa aproximacao de f em pontos

z—a (1‘ — a)"
préximos de a. Por outras palavras, quando os valores de x se aproximam de a, o erro
cometido em x tende mais rapidamente para 0 do que (z — a)™.

Comecemos por analisar o caso em que n = 1.

Aproximacao de 1% ordem

Recordemos que se f é uma funcao derivavel no ponto a do seu dominio, a recta de
equacao

y = f(a) + f'(a)(x —a)
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CAPITULO 1. COMPLEMENTOS SOBRE DERIVADAS

é a recta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa a. Se fizermos

Pi(z) =y = f(a) + f'(a)(x — a),

o erro |R;(z)| satisfaz 316111(11 fl_(xcz = 0 (ver Figura[L3]). De facto,
i L& =A@ J@ =@ fla@=a)  F@ =) 0y g
r—a T —a z—a r—a r—a T —a

Figura 1.3: Aproximacao de 1* ordem ao gréfico da fungao f(z) no ponto de abcissa a.

Assim, a recta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa a é uma boa aproximagao de

12 ordem de f(x) para valores de x préximos de a.

Aproximacao de 22 ordem

Se a funcao f’ é derivavel em a a aproximacao de 1* ordem de [’ é

2(z) = f'(a) + f"(a)(z — a),

/ J—
tendo-se lim M = 0.

z—a T —a
Qual é o significado desta aproximacao da funcao f’ em termos de f?
Se procurarmos a fun¢ao que no ponto de abcissa a coincide com f(a) e cuja derivada é

z(z) [, obtém-se o polinémio de grau menor ou igual do que 2:

Pufa) = fla) + £ )~ a) + T (0 ap?

Lesta operacdo, inversa da derivacdo, ser4 estudada no Capitulo 2.
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1.2. FORMULA DE TAYLOR

que satisfaz

R

lim ﬁ = lim
v—a (r—a)? e  (z—a)?

Assim, conclui-se que P(z) é uma boa aproximagao de 2* ordem de f(x) para valores de

x proximos de a.

EXEMPLO 6 Para valores préoximos de 0, a funcao f(x) = e” tem como polinémios apro-

ximadores de 1* e 2% ordens:

Pi(e) = FO)+ FO)r =142, Pa(o) = 10+ PO+ T002 <10 2

respectivamente (ver Figura [[7]).

y=¢e"
2
y=P(z)=1+z+ %

/,""—’j y= Pl(x) =1 + x

Figura 1.4: Aproximagoes de 1* e 2* ordens ao grafico de e” no ponto de abcissa 0.

Constata-se que a aproximacao P, é mais precisa do que a aproximacao P;, em pontos

proximos de (0, f(0)).

Aproximacao de ordem n

Aplicando o raciocinio anterior a =1 (n > 1), conclui-se o seguinte resultado.
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CAPITULO 1. COMPLEMENTOS SOBRE DERIVADAS

Teorema 1.3 (Fdrmula de Taylor) Sejam I um intervalo aberto, f uma fun¢do n vezes

derivdvel no ponto a € I e

(x—a)2+---+

Pu(@) = (@) + £/(a)(a — ) + L1

Tem-se

f(z) = Py(x) + Ry(z) com lim ()

I oy =0. (1.1)
Chama-se a (LT)) formula de Taylor de ordem n de f no ponto a. O polinémio P,(z) é
designado por polindmio de Taylor de ordem n de f em a e R,(x) = f(z) — P,(z) é o
resto de Taylor de ordem n.

No caso particular de a = 0 tem-se

£y = 10 + £+ Ty 7{:_1)1(?3 e L )

R, (x .
em que lim EL ) = 0, que se chama férmula de MacLaurin de ordem n de f. Neste caso

z—0
o polinémio de Taylor toma o nome de polinémio de MacLaurin.

EXEMPLOS 7

1. O polinémio de Taylor de ordem 3 de f(z) = Inx no ponto a =1 é

Pye) = (x—1) — %(:c _12 4 %(3: )

2. O polinémio de MacLaurin de ordem n de f(z) = 1= ¢

P(z)=14z+2*+2°+---+ 2"

3. Para cada uma das funcoes indicadas a seguir a correspondente féormula de MacLau-

rin de ordem n é

a) 6x:1+$+%2+---+%+Rn(x)comlimRn(x) = 0.

z—0 "
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1.2. FORMULA DE TAYLOR

b) In(1+z) = x— %2 +oet (1) 4 Ry(x) com glcl_% R;Elx) o
z>—1
Ry ()

c) sinx:x—g—TjL”g—?—x?—?jL - sin(%0) L + Ry, (2) com lim = 0.

z—0 "

Com hipdteses mais fortes do que as do Teorema[L.3] o resto de Taylor de ordem n assume

uma expressao mais precisa.

Teorema 1.4 Sejam f uma fun¢ao com derivada de ordem n+1 (n € Ny) num intervalo
aberto I e a € I. Para todo o x € I\ {a}, existe um ponto c entre a e x, ¢ # a,x, tal que
o resto de Taylor de ordem n é

10 e)

Fn(@) =20,

(z —a)"*

Y

que se chama resto de Lagrange de ordem n.

EXEMPLOS 8

1. Vamos utilizar a formula de MacLaurin de ordem 3 da funcao f(x) = sinz, com

resto de Lagrange, para calcular um valor aproximado de sin 20° = sin §.

Tem-se
3
sinx =z — % + R3(z), com R3(x) = %x‘l e c €0,z
Fazendo x = % vem
oo T 1 /7 T smc
sm§ = 9 3l (§> + Rj <§> , em que ( )’ = (—) < 0.0006.

6

1 /7\3 . .
— 3 (5) , com erro inferior a 15z

Assim, sin 20° ~

2. Considere o polinémio P(x) = 2+ 3z — 22 4 52°. Como PW(z) = 0,Vz € R, o resto
de Lagrange de ordem 3 é nulo e portanto a correspondente féormula de Taylor no

pontoa =1 ¢

P(z) = P(1) + P'(1)(z — 1) + 20z — 1)2 4 20 (p —1)3 =

=9+16(x — 1)+ 14(z — 1)2 4+ 5(z — 1)?,
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CAPITULO 1. COMPLEMENTOS SOBRE DERIVADAS

que nao é mais do que o desenvolvimento do polinémio P(x) em poténcias de (z—1).
EXERcIcIOS 3
1. Escreva os polinémios de Taylor de ordens 1, 2 e 3 de f(x) = Inz no ponto a = 1.

2. Escreva o polinémio de MacLaurin de ordem 3 para cada uma das seguintes fungoes:
2) fz) = (= 1P +5@—12+3  b) f(z) = aer &) f(x) = sin(3a)
d) f(z)=cosz e) f(z) =tguz.

3. Use a férmula de Taylor para escrever o polinémio P(z) = 23 — 22% + 5z — 2 como

soma de poténcias de z + 2.
4. (1° Teste 2006/07- Médulo I)

a) Escreva o polinémio de Taylor de ordem 2 da fung¢ao /z no ponto a = 1.

b) Utilize o polinémio da alinea anterior para indicar um valor aproximado de
1

5
5. (1° Teste 2006,/07- Médulo I)

Seja Py(z) o polinémio de MacLaurin de ordem 2 da funcao f(z) = T
x

a) Explicite Py(z).

b) Justifique que, para valores positivos de z, tem-se Py(x) > f(z).
6. Considere a fungao f(x) = 2In(cosz).

a) Determine o polinémio de Taylor de 2° grau que aproxima f(x) para pontos
préximos de 0.

b) Prove que o erro cometido pela aproximagao definida em a) é inferior a %:c?’

para z €]0, 7.

7. Utilize a férmula de Taylor para mostrar que x — ”%:’ <sinz <z, para z €]0, 7]
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1.3. COMPLEMENTOS SOBRE ESTUDO DE FUNCOES

1.3 Complementos sobre estudo de funcoes

No ensino secundario foram estudadas algumas familias de fungoes:
- as funcgoes polinomiais, com destaque para as funcoes afins e quadraticas;
- as fungoes racionais, evidenciando as fungoes homograficas;
- as funcgoes poténcia de expoente racional;
- as fungoes exponenciais e logaritmicas;
- as fungoes trigonométricas seno, coseno e tangente.

Vamos agora introduzir as fungoes arco seno, arco coseno e arco tangente, que sao as
fungoes inversas de seno, coseno e tangente, respectivamente. Comecemos por notar que
sendo o seno, o coseno e a tangente funcoes periédicas, nao sao injectivas. Assim, ha que

restringir os seus dominios a intervalos nas quais sejam injectivas e como tal invertiveis.

A funcao arco seno

Ao definir a funcao inversa do seno é usual restringir o dominio da funcao seno ao intervalo

[—g, g} , onde esta ¢ estritamente crescente e assume todos os valores do seu contradominio

[—1,1].
A fungdo inversa de sin : [—3, 2] — [-1,1] ¢
arcsin : [—1,1] — [-5,75]
x — y = arcsinx

O simbolo arcsin z 1é-se “arco cujo seno é x” e designa o angulo do intervalo [—g, %] cujo

seno é o valor de x € [—1, 1]. Por exemplo, arcsin% =z

O gréfico de y = arcsinz (ver Figura [LH), sintetiza as principais propriedades desta

funcao:

- dominio = [—1,1];
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CAPITULO 1. COMPLEMENTOS SOBRE DERIVADAS

. contradominio = [—%, gL

- continua e estritamente crescente.

[NE]

arcsin x

sinx

|
i3

|
—

—

|
[NJE]

Figura 1.5: Gréficos das fungoes seno e arco seno.

A fungao arco seno é derivavel em | — 1,1][. Vamos deduzir a expressao da derivada em
cada ponto desse intervalo.

Tendo em conta que y = arcsinx < x = siny, vamos calcular ¢y = % derivando em
ordem a x ambos os membros da 2* igualdade. Como y é funcao de x ha que recorrer a

férmula de derivacao da funcao composta. Tem-se pois,

1:cosy—y<:>—(:) = .
dx dxr  cosy 1 —sin’y

(%) Usou-se o facto de cosy # 0 que decorre de y € ]—g, Z [

(xx) Para y € }—g, 3 [, cosy > 0 e portanto sin?y + cos?y = 1 < cosy = /1 — sin?y.
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1.3. COMPLEMENTOS SOBRE ESTUDO DE FUNCOES

Podemos assim concluir que

d i 1
(arcsinx)’ = - rel—1,1[.

dx V1— 22’

Aplicando a regra de derivacao da fungao composta, tem-se

: f'(x)
arcsin f (7)) = ———~—, f(z) €] - 1,1[.
( /(@) o) f(z) €] [
Nos pontos z =1 e x = —1 a derivada de arcsinx é 4o00.

EXEMPLO 9 A funcdo composta y = arcsin z®, definida em {r € R: -1 < 2% < 1} =

[—1,1], tem como derivada

(arcsin z®) =

V1— 26
A funcao arco coseno

A funcao inversa do coseno chama-se arco coseno e, para a sua definicdao, é usual restringir
a func¢ao coseno ao intervalo [0, 7], onde esta é estritamente decrescente e assume todos

os valores do seu contradominio [—1, 1]. Tem-se pois

arccos : [—1,1] — 0, 7]

T — Y = arccosx

O simbolo arccos x 1é-se “arco cujo coseno é x” e designa o angulo do intervalo [0, 7] cujo

coseno ¢ o valor de x € [—1,1]. Por exemplo, arccos% =7z

Assim definida, a fungao y = arccosx (ver Figura [[L6]) tem as seguintes caracteristicas:
- dominio = [—1,1];
- contradominio = [0, 7[;

. continua e estritamente decrescente.
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CAPITULO 1. COMPLEMENTOS SOBRE DERIVADAS

arccos r

Figura 1.6: Graficos das fungoes coseno e arco coseno.

A expressao da derivada do arco coseno, que pode ser obtida de forma andloga a da

derivada da funcao arco seno, é dada por

d 1
(arccos )" = CAERY = €l —1,1].

dx V1— 22

A regra de derivacao da funcao composta estabelece que

f'(x)

arccos f (7)) = ———2—, f(x) €] - 1,1
( f(x)) =) f(z) €] [
Nos pontos z =1 e x = —1 a derivada de arccos x é —o0.

EXEMPLO 10 A fungao composta y = arccos 3z, definida em {x € R: -1 <3z < 1} =

[—3, 5], tem como derivada

W=

3 11
—_— )
V1 —922 33

(arccos 3z)" = —
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A funcao arco tangente

A funcao inversa da tangente define-se considerando a funcao tangente restrita ao intervalo

] = %, 5[, no qual esta é estritamente crescente e assume todos os valores de R. Assim,

[

r — y= arctgw

arctg :R — ] —

IR
NI

Y

O simbolo arctg x lé-se “arco cuja tangente ¢ 2" e designa o angulo do intervalo | — 7, 7|
cuja tangente ¢ o valor de x € R. Por exemplo, arctg1 = 7.

A funcdo y = arctg x (ver Figura[L7)) tem as seguintes caracteristicas:
- dominio = R;

E

- contradominio =] — 7,

B

- continua e estritamente crescente;

. m . ™ . , ~
lim arctgr = -, lim arctgr = ——, isto é, as rectas y = § e y = —3 sao
T——+00 2 z——oc0 2

assimptotas horizontais.

A funcao arctg é derivavel em R e, por um processo analogo ao que usamos no célculo

de arcsin’, tem-se
darctgz 1

- ,zeR.
dx 14 22 .

(arctg z)" =

Usando a regra de derivacao da fungao composta vem

f'(x)

(arctg f(z)) = T+ )

EXEMPLO 11 (arctge®) = 5.

OBSERVAGAO 2 Por vezes as fungdes trigonométricas inversas arcsin x, arccos r e arctg x

sao representadas por sin"'z, cos™!x e tg ~'x, respectivamente. Esta notacdo para a

L secxr = L

sinx’ cosx

funcao inversa nao deve criar confusdes com as fungoes cosecx = e

cotgxr = s
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tgx

i

[NE]

arctg x

w3

ol

Figura 1.7: Gréficos das fungoes tangente e arco tangente.

EXERCiCIOS 4

1. Calcule o valor de cada uma das seguintes expressoes:

a) arcsinl — arcsin(—1)  b) arctg 1 — arctg (—1)
d) cos(arcsin 0.6) e) sin(2arcsin 0.6)

g) sin(arcsin 0.123).

2. Calcule g—g:

a) y = arcsin i—j& b) y = larctg 2”
3. Calcule:
. m ) 2x
a) lim =z (— — arctg ZL‘) b) lim
z—4o00  \2 z—0 arctg @
d) lim r — arctg x ¢) lim al'"chin:c.
z—0 x3 z—0+ sin” 3z

¢) arcsin(sin 3m)

f) arctg (tg 7)

c) y = z(arcsin ).

. arctg x
¢) lim ————
z—0+t 1 — cos 2z
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1.3. COMPLEMENTOS SOBRE ESTUDO DE FUNCOES

Terminamos este capitulo fazendo notar que a maioria das func¢oes que irao surgir ao longo
do curso resultam de somas, produtos, quocientes ou composicoes de um nimero finito

de funcgoes de entre:
- as fungoes polinomiais;
- as fungoes potencia;
- as fungoes exponenciais e logaritmicas;

- as funcgoes trigonométricas seno, coseno, tangente, arco seno, arco coseno e arco

tangente.

As funcoes assim obtidas chamam-se elementares. No Anexo 1.2 apresentamos os graficos

de algumas fungoes elementares.
EXEMPLOS 12 Sao elementares as fungoes:
1. sin(In(1 —2?%)), z €] — 1,1]
2. arctg (ﬁ), reR
3. Ver —1, z €0, +o0]
4. 2% = e 7 €]0, +-00].

As regras de derivagao permitem concluir que as fungoes elementares sao derivaveis e que

as suas derivadas sao ainda funcoes elementares.

EXERcICIOS 5
Estude as seguintes funcoes, indicando para cada uma delas o dominio, assimptotas,
intervalos de monotonia e extremos, sentido da concavidade e pontos de inflexao. Esboce

o grafico de cada uma destas fungoes.

L f(z) = = 2. f(z) = =45 3. f(x) = 2?2z — 1]
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4. f(r) =xhn*x 5. f(z) = 6. f(x) =x+1In(z* — 1)
7. f(z) =" 8. f(z) = arcsin (3622_“;1) 9. f(z) =x —2arctg (x — 1)
T se 1 #0 arctg L se x <0
10. f(z) = 1te® 11. f(z) = ; :
0 se xr = 1+e* se >0
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Anexo 1.1
1) (k) =0 10) (tg f) =sec® f- f'
2 (fY=a-flf, aeR (sec f = L)
3) (ef) =el-f 11) (cotg f)' = —cosec? f - [’
4) (al)y =al - f'-Ina, a€RF (Cotgf:éecosecfzsiif)
5) (lnf)/:f?/ 12) (secf) =secf-tg f-f
6) (log, f) = f+rlm, a€RT\ {1} 13) (cosec f) = —cosec f - cotg f - f’
DY =g f g >0 1) (aresinf) = L
(f9 = e9lnt) 15) (arccos f) = 7T{/f2
8) (sinf) =cosf-f 16) (arctg f) = 14{}2
9) (cosf) =—sinf-f
Tabela 1.1: Derivadas de algumas funcoes elementares.
D (f+a)=1+¢d
2) (af) =af, acR
3) (f9)=rfg+/fd
f )/ _f'9—1d
K (g 9°
5) (gof) (z)=g[f(2)] [(x)
Tabela 1.2: Regras de derivacao.
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CAPITULO 1. COMPLEMENTOS SOBRE DERIVADAS

Anexo 1.2

1. Funcao afim
A

2. Funcao quadratica

y=ar+b
y=azx?+bx+c
b (a #0)
- a>0 a>
a<0 \
3. Funcao poteéncia de expoente inteiro 4. Funcao raiz indice n € N
positivo
\
y=a"
inversa
n par
n par
A
A
y=a"
y= ez
n impar
(n>1) n {mpar
(n>1)
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5. Funcao poteéncia de expoente inteiro

negativo

6. Funcao exponencial
A

y=e
1
_—/
A
y=a”
L 0<a<l)
¥

8. Funcoes trigonométricas

A

n impar

7. Funcao logaritmica

inversa,

A

y=Inz

inversa

INJE]

Yy = arcsin x

inversa

[NIE]
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Yy = arccos x

A
Y =COoSZT
—_—
1 inversa ‘
71:- - -1 1
A
y=1tgx /
y = arctg x
us
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, D e
‘ inversa
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, e
T2

27
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Capitulo 2
Primitivacao

A primitivacao é a operacao inversa da derivacao. Vamos ocupar-nos da determinacao

das primitivas de uma funcao, i.e., das fungoes que admitem essa funcao como derivada.

Definigao 1 A func¢do F' € uma primitiva da fungdo f no intervalo I (com mais do que
um ponto) se F'(x) = f(x), Vo € 1. Para indicar que F € uma primitiva de f é usual

escrever-se = Pf ou ' = [ f.

Portanto, tem-se F' = Pf sse [/ = f.
E ttil ter presente as seguintes igualdades que ilustram que a primitivacao e a derivagao

Sa0 operacoes inversas.

(Pf)=f e Pf=f
EXEMPLOS 13

1. P1=xem R, pois 2/ = 1.

2

2. Px= 12—2 em R, pois (%) = =.

3. P:L’:mZ—Q—l—?)emR, pois (%2—1—3)’::6.

4. P1 =Inz em |0, +o00l, pois (Inz)’ = 1.

29



5. P (coszes™?) = 507 em R, pois (e5"7) = (sinx)'e™* = cos x 57,

6. P = arctg 2r + V2 em R, pois (arctg 2z + v/2) = 1&33;)2 = o

Na Tabela 2 figuram primitivas de algumas funcoes elementares.

ExErcicios 6 Calcule

er er er
1. P 2. P— 3. P——
1+e” 1+e2 V1+e?

i p er 5 Pcos:c 6 Pcosa:

V1 — e2x sin x sin?

V141 1
7. P cosxsin’®x 8. Pﬂ 9 P——M

1
z(l+1Inz)

10. P

OBSERVAQOES 3 Decorre directamente da defini¢ao de primitiva de uma fungao que, se

f é primitivéavel em I (isto é, existe uma primitiva de f em ), entao

1. Existe um nimero infinito de primitivas de f em I (se F' = Pf, entao F +C = Pf,
qualquer que seja a constante C'). Por exemplo, Inx + V2 e lnz + 1 sdo ambas
primitivas de % em ]0, +o00[. Qualquer funcao da forma Inz + C' é uma primitiva de

L em )0, 4o0].

2. Toda a primitiva de f em [ é uma fungao continua em / (uma primitiva é uma

fungao derivével e portanto é continua).

Se F' é uma primitiva de f no intervalo I, serda que existem outras primitivas de f para
além das funcoes da forma F + C'?7 Por exemplo, sera que além das primitivas de % da
forma Inx + C' existirao outras fungoes F tais que F'(z) = %, Vz €]0, +oo[? A resposta é

dada pelo seguinte teorema.
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Teorema 2.1 Se f € primitivavel no intervalo I, quaisquer duas primitivas de f em [

diferem de uma constante.
Demonstracao: Se FF' = Pf e G = Pf em I, tem-se I/ = f e G’ = f em [. Assim,
F'=G' & (F-G)=0em [ & F — G é constante em [. [J

Portanto, se I’ é uma qualquer primitiva de f em I, as primitivas de f sao as fungoes da
forma G = F + C, VC € R. Assim, fixado zy € I e dado um um qualquer y, € R, existe

uma unica primitiva de f que passa no ponto (o, yo)-

EXEMPLOS 14
1. A fungao G : R — R tal que G'(x) = 2% e G(0) = 1 ¢ a primitiva de z* que em
x = 0 assume o valor 1.
G(z) = Pz* = x—;+C, com G(0) = %+C’: 1 = C = 1. Portanto, G(z) = %SJrl
(ver Figura 2.1]).

1S

Figura 2.1: Gréficos da fungao f(z) = 2% e de algumas das suas primitivas.

1

2. A fungao G : R — R tal que G'(z) = 7z e lim G(z) = 7 é a primitiva de =

1422 Z—>-t00

que tende para m quando x tende para +oo.
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G(z) = Pﬁ = arctgz + C, com C tal que xEIEWG(x) = g +C=r=C= g

Tem-se pois G(r) = arctgz + 7.

3. Qual é a funcao h : R — R que satisfaz h"(x) = 2z, h'(0) =1 e h(0) =27

A funcdo h é uma primitiva de uma primitiva de h”(z) = 2x. Comecemos por
determinar a 12 derivada h’. A funcao h’' é a primitiva de h” que em x = 0 assume
o valor 1. Assim, W'(z) = P2z = 2> +C, com W'(0) = 0> +C =1=C =1e,
portanto, W' (z) = 22 + 1.

A funcao h é a primitiva de A’ que em x = 0 assume o valor 2, i.e., h(x) = P(2%+1) =

%3+x+D, comh(O):%a+O+D:2:>D:2. Tem—sepoish(x):x—;+x+2.

Todas as fungoes dos exemplos anteriores sao primitivaveis. Em que condigoes é que uma
funcao definida num dado intervalo é primitivavel nesse intervalo? O seguinte resultado

indica que apenas as funcoes descontinuas poderao nao ser primitivaveis.
Teorema 2.2 Toda a funcao continua no intervalo I é primitivavel em I.

OBSERVACAO 4 A derivada descreve a taxa de variacao instantanea de uma funcao. As-
sim, qualquer primitiva F' = [ f é uma fungdo cuja variagdo instantanea coincide com
f.

Por exemplo, a velocidade v = f(t) é a taxa de variagdo da posigdo de um objecto (a
deslocar-se segundo uma dada trajectéria) em relagao ao tempo. Assim, P(t) = [ f(t)+C,
com C constante, indica a posicao do objecto, que se desloca aquela velocidade, em fungao
do tempo.

Se v = at + vp (movimento uniformemente acelerado), tem-se
L

Se considerarmos o movimento a partir de um dado instante, digamos t = 0, i.e., se

admitirmos que P(0) = 0, a constante C' na expressao anterior vem igual a 0.
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Vamos agora apresentar algumas propriedades que vao ser 1teis no calculo das primitivas
de muitas funcoes. As duas primeiras sao consequéncias imediatas das regras de derivacao

da soma e do produto escalar de fungoes.

Proposicao 2.3 Se f e g sao funcoes primitiviveis em I, a funcao f+ g é primitivavel

emlI eP(f+g)=Pf+ Pg.
EXEMPLOS 15
1. P(@®+2+1)=Pa®+ Pr+Pl=2% + 2 4.

2. Pffgﬁ = ngf-l + P$21+1 = ln(xQ +1) + arctg z.

3. Ptg’r = P(sec’z — 1) = Psec’*z — Pl = tgz — .

Proposicao 2.4 Se f é primitivavel em I e A\ é um numero real, a funcao \f é primi-

tivavel em I e P(Af) = APf.
EXEMPLOS 16

1. P(=3z) = =3Pz = —32°.

T 1 2z _ 1 2¢ 1 2
2. P:r?+1 - P§m2+1 - §Px2+1 - §ln(3: +1).

3. P(3x? — 4cos2x) = 3Pz* — 2P(2cos2z) = 23 — 2sin 2z.

As duas propriedades seguintes resultam directamente das regras de derivagao do produto

e da composicao de funcgoes, respectivamente.

Proposicao 2.5 (Primitivag¢ao por partes.) Sejam f e g fungéoes definidas no intervalo

I, f primitivavel (F = Pf) e g derivdvel em I. Tem-se

P(fg) = Fg— P(Fyg'),

desde que P(Fgq') exista.
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ExEMPLOS 17

1. P(xsinz) = xPsinx — P(P(sinz)x’) = —xcosx — P(—cosz) = —xcosz + sin .

Note que teria sido infeliz a escolha de z para f e sinx para g na férmula da
primitivacao por partes. Dessa escolha resultaria P(xsinx) = %2 sinx — P(%2 cos T),
sendo o calculo de P(mz—2 cosx) um desafio mais complexo do que o da primitiva
inicial.

2. Plng P(1lnz) =zlnz — P(zt) =xInz — .

(x) Este artificio é muitas vezes utilizado.

3. Psin®x = P(sinzsin®x) = —sin*xrcosx + P(cosz2sinzcosz) = —sinxcosx +

2P(sinx cos® z) = —sin® x cosx — 2 cos® .

4. P(e"sinz) = e"sinx — P(e*cosz) = e”sinx — (e’ cosx + P(e"sinz)) = e”sinx —
e’ cosz — P(e”sinz).
A equacao P(e*sinz) = e”sinx — e” cosw — P(e” sinz) acima estabelecida vai per-
mitir calcular Pe” sin x.
De facto, P(e"sinx) = e”sinx — e” cosx — P(e”sinz) < 2P(e"sinx) = e”(sinx —

. x .

cosr) < P(e”sinz) = S (sinx — cos ).
Repare que para calcular Pe” cosx, se tivessemos escolhido cosx para primitivar e

e” para derivar, nao fariamos mais do que desfazer as operacoes ja efectuadas.

OBSERVACAO 5 Como fica claro dos exemplos anteriores, o sucesso deste método de pri-
mitivacao é condicionado, em parte, pela possibilidade de identificar uma factorizagao fg

da fungao a primitivar, em que F' = Pf seja conhecida.

EXERCcicIOS 7

Calcule uma primitiva de cada uma das seguintes funcoes:
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1. ze” 2. xlnzx 3. arctgx

4. x?sinz 5. In(z? 4+ 1).

Proposicao 2.6 (Primitiva¢ao por substituicdo.) Sejam I e J dois intervalos, f uma

fungao primitivavel em I e ¢ : J — I uma bijec¢ao derivdvel. Entao,
Pf(x) = P(f(p(t)¢'(t), comt =~ (z) & = p(t).

EXEMPLOS 18

B 1
1 4er’

1. f(x) zeR.
Fazendo e* =t = o = Int = ¢(t), t € J =0, +oo[, vem 2’ = ¢/(t) = 1.

Note que ¢(t) = Int :]0,+o00[— R é bijectiva e derivével.

Pie) = PUe)e(0) = Pl 1) =
= P(—%_i_t+%) =—In(l1+¢)+Int=

= —In(1+¢€") 4z
2. f(x) =cosy/z, x € [0,+00].
Com x =t=z=1*=¢(t), t €[0,+00[, tem-se 2’ = /(t) = 2t.

Pf(x) = P(f((t)¢'(t) = P(2tcost) =

= 2tsint — 2Psint = 2tsint + 2cost =

= 2y/xsiny/x + 2cos /.

3. flx)=+v1—2a2 ze[-1,1].
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Fazendo = =sint = p(t), t € [-F,5], vem 2’ = ¢/(t) = cost.

Pf(x) = P(f(o(®)¢(t)) = P(VI—sin’tcost) =

1
= Pcos’t = P§(1 + cos 2t) =

= 1(t+1 i 2t)——1(t+ intcost) =
= = — Sin = 1mn =
5 2S 5 S COS

1
= é(arcsinx + V1 —22?).

Repare que cost = +£1/1 —sin?t (a partir da férmula cos?¢ + sin®¢ = 1). Quando

te[-%,5] cost =1~ sin? t porque cost > 0.

EXERCICIOS 8

Calcule uma primitiva de cada uma das seguintes funcoes:

1 : T
L. N 2. sin(Ilnx) 3. 7=
4. (2° Teste 2006/07- Médulo 1) £ 5. —<.

A primitivacao de funcoes racionais requer uma atencao especial.
Uma funcao racional é propria se o grau do polinémio do denominador é maior do que o

do numerador. Uma fung¢ao racional nao proépria diz-se imprépria.

3 —3x24+4 x®

z242z—1 e
3 —5x24-8x—4 22 —5x+6

R |

A funcao racional é propria e sao improéprias.
Teorema 2.7 Toda a funcao racional pode ser decomposta na soma de um polinomio e

uma funcgao racional propria.

O exemplo seguinte mostra como esta decomposicao pode ser feita.

ExEMPLO 19

203 — x
R =
() 2 —5x+6
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213 — 2 —5r+6
—223% + 1022 — 122 2z + 10
1022 — 13z

— 1022 + 502 — 60
37x — 60

Assim, 223 — x = (2 + 10)(z* — 5z + 6) + 37z — 60 e, portanto,

37x — 60

R =2 1 -
(x) T+ 0+:c2—5:c—|—6

Uma vez que primitivar polinémios nao oferece qualquer dificuldade, basta saber primiti-
var fungoes racionais proprias para calcular as primitivas de qualquer funcao racional. De
facto, como veremos mais a frente, basta apenas saber primitivar certos tipos de fungoes

racionais préoprias chamadas fracgoes simples.

Definicao 2 Chama-se fraccao simples a uma fun¢ao racional propria do tipo (:vja)k ou

((m_‘%i;i]m ,em que a,a, A, B,p,g € R e k € N.

As fraccoes simples (mfa)k admitem as seguintes primitivas:

a aln|z —a| sek=1
P I R e
(l’—a) al’:J{T Sek>1
EXEMPLOS 20
2
1. P =2Injz+ 5|
T +95
5) ) 1
2. P———— =5P(r—-2) 3= ———.
(z —2)° (x=2) 2(x —2)2

!Todo o polinémio de grau 2 de raizes complexas p + iq se escreve como o produto de uma constante

por (z —p)* + ¢*.
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As primitivas de
Ar+ B

((x —p)2+g*)*

tém expressoes mais complicadas, que se obtém com a substituicao x = p + qgt.

2
EXEMPLO 21.P——izi¥——<
(x+1)2+4
Fazendo a substuicao x = —1 + 2t¢, vem
T+ 2 B 1+2t
(z+1)2+4 42 +4
1 1 2t 1
= -P = — (arctgt +In(t* + 1)) =
1 1 1 1
= éarctg%;r +§ln<(%)2+1>.

Para valores de k£ > 1 o cédlculo da primitiva obtem-se a partir da substituicao x = p + ¢t

e utilizado a férmula de recorréncia

s Lt 1 +2k—3 1
2+ 1) 2k —2(2+1)k1 2k —2° (24 1)k-1°

Na tabela figuram as primitivas de (Z1I) para k = 1, 2.

Teorema 2.8 Toda a fun¢ao racional propria pode ser decomposta na soma de fracgoes

simples. Se R(x) = ggg ¢ uma fung¢ao racional propria,
1. Cada raiz real o de Q(z) de multiplicidade k dd origem a soma das k fracgoes

ay az af
z—a)k’ (z—a)k=17 " r—a

simples: (

2. Cada par de raizes complexas p +iq de Q(x) de multiplicidade k da origem a soma

Ayz+ By Asxz+Bo Apz+ By
P A (G L R Ca el

das k fracgoes simples: T
Os exemplos seguintes mostram como esta decomposicao pode ser feita.

EXEMPLOS 22
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CAPITULO 2. PRIMITIVACAO

P(x) 1
Q) 34

As rafzes de Q(z) = 2* + x = x(2* + 1) sdo 0 com multiplicidade 1 e +i com
multiplicidade 1. Usando o Teorema 2.8 tem-se
1 a Ar+ B

x3+x_;+ 2 +1

Os coeficientes a, A e B podem ser determinados pelo método dos coeficientes
indeterminados:

1 Az + B
1 RSP
T T T T

s l=ar’+a+ Ax> + Br &

& 1=(a+A)2>+Br+as

a+ A =0 A =-1
<~ B =0 = B =0 .
1 1
Portanto, R(.’E):ng—%“eaSSim
1 1 T 1
PR(z)=P————=P— - P =1 — —In(z* + 1).
(x) P e | nle| - 5 In(z” +1)
P(x) 222 — 5

Q(x) a3 —ba2+8r—4

1 5 8 -4
1 1 4 4
1 4 4 |0

Assim, 2% — 52 +8r —4 = (v — )T (x) = (z — 1)(2* — 4z +4) = (x — 1)(z — 2)*.

Portanto, as raizes de Q(z) sd@o 1 com multiplicidade 1 e 2 com multiplicidade 2.

Pelo Teorema tem-se
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202 — 5 _a n by " by -
w3 —5224+8 —4 w—-1 (z-22 x-2

=21° =5 =a(r —2)*+bi(x —1)+b(z—1)(z - 2) &

& 202 — 5 = azr? —dax + 4a + bix — by + byx? — 2byx — box + 20y &
& 202 — 5 = (a+by)x? + (—4a+ by — 3by)x + da — by + 20y &

a + by =2 a =-3
= —4a+b1—3b2 =0 g b1 =3
4a—bl+262 = -5 b2 =5
222 -5 3 3 5
Portanto’R<x):x3—5x2+8x—4:_az—1+(3:—2)2+:1:—2 e
222 -5
P — P e
() x3 —bx?2+8xr —4
= P - & + P s + P o

x—1 (x — 2)? x —2

3
= —3ln|x—1|——2+51n|x— 2|.
x_

EXERCICIOS 9

Calcule uma primitiva de cada uma das seguintes funcoes racionais:

1 1 241 341
1 — 9 z+16 3. 4l 4 L

(x —4)° (x —1)? z(r —1)2 a3 — a?
Terminamos este capitulo com exemplos de funcoes cuja primitivacao pode reduzir-se a

de fungoes racionais mediante uma substitui¢ao adequada de varidvel. (Na Tabela [ZHsao

sugeridas substituigbes para a racionalizagao de algumas funcgoes.)

ExEMPLOS 23

1
Vi + )
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CAPITULO 2. PRIMITIVACAO

Fazendo a mudanca de varidvel x = t1? = ¢(t), tem-se 2’ = ¢/(t) = 12! e

' 12¢1
Pf(x) = P(f(et)¢'(t)) = PW =
_1opt Opappogg Ly
- b1 t+17

t2
zlmE—LHMHJD:m%4%+mmu+u:

= 6V —12 ¥z + 12In( Yz + 1).

(%) t? t+1
—t* —t t—1
-t
FES
1
Assim, t* = (t +1)(t — 1) + 1 e, portanto, A t—1+ L
t+1 t+1
1 —sinz
2. f(x) = 1T cosa’
Fazendo tgg =t (sinx = %, cosT = %ﬁ), tem-se
x=2arctgt = p(t), 2’ = ' (t) = 52 © assim

1 — 2t 9

Pi@) = PUCWL0) = Py =

142 —2t 2t
14 ¢2 ( 1+ﬁ>
2t
= P1-P =t—In(l+¢) =

X X
= tgZ —In(1+ (tg 2)?).
g5 —In(l+(tg5)?)

OBSERVACAO 6 E de referir a existéncia de muitas funcoes elementares que, uma vez

que sao continuas, sao também primitivaveis, mas que os métodos aqui apresentados

nao conseguem primitivar. Tal deve-se a que, contrariamente com o que acontece com a
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derivacao, nem sempre as primitivas de func¢oes elementares sao elementares. Estao nesta

. ~ ~ 2 ;
situacao as funcoes e, e 1

ExERcicios 10

1. Mostre que

1
a) P arctgx = xarctgx — 5 In(1 + 2?)

x
b P— :l \/4_ 2+1
) 4 — 22 + 4 — 22 n{ ! )
x 2
¢c) P———=—(ax — 2b)vVax +b, coma,beR
) var +b 3(12( )

2. Calcule uma primitiva de cada uma das seguintes funcgoes:

eVe

a) NG b) e*sine” c)

1
d) In(cosz) tg x e) V1 — z? ) —

x
) sin x h) 1+ ) 1+ sinx
& 3—2coszx V1 — 22 cos? x
. 1 e 1
j) — ) —= 1)
1+e 1+e x\/m
arcsin x T
m) —— n) (e* + 2)? 0) —
) Sens ) (e +2) )2
p) rsec’z q) Vrlnz r) ze*®
s) wsin g t) In(z?) u) zarctg
) cos(inz) ) )
v) cos(lnx X
1—=z Y 22+ 32 — 10
r—3 x 1
I 11
w) x4 22 ) (x —1)2 ) 1+ Jx
2 2 3z 1 3z
) &2 V) V) &
1—e* et +1 et + 1

Vil W

3. Determine a funcao f duas vezes derivdavel em R e que verifica as seguintes
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CAPITULO 2. PRIMITIVACAO

condicoes:
Play=gtet FO)=-1 o f1)="
x2 ' e’
4. Uma populacao de bactérias cresce a taxa de N'(t) = 2! milhoes de bactérias por
hora, onde N(t) denota o numero de bactérias ao fim de ¢ horas. Se N(0)=14

(milhdes), determine uma expressao para N(t) e calcule a dimensao da populacao

ao fim de 2 horas.

5. Apds uma substancia estranha ser introduzida no sangue de um dado animal, sao

produzidos anticorpos a taxa f(t) = milhares de anticorpos por minuto. De-

_t
241
termine o nimero de anticorpos no sangue ao fim de 4 minutos, sabendo que no

instante ¢ = 0 nao ha anticorpos.
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Anexo 2.1

Fungao a primitivar Primitiva
1) k keR kx
, fa+1
2 . R\{-1
) seraer -1 | £
$a+1
@ qeR\{-1
o aeR\(-) | I
il
SRR In|f
1 In |z|
x
4) sin f - f/ —cos f
5) cos f - f’ sin f
6) tg f - f —In|cos f|
7) cotg f - f’ In |sin f|
8  sec?f-f tg f
9) cosec2f - f’ —cotg f
10)  secf - f’ In [sec f + tg f]
11)  cosec f - f’ In |cosec f — cotg f|
12) secf-tg f-f’ sec f
13)  cosec f - cotg f - f’ —cosec f
f
14) of - f, aeRH\{1} | —
Ina
15) el - f! ef
!
16) fi arcsin f
Vi- P
—f
17) arccos f
Vi-p?
f/
18) e arctg f

Tabela 2.1: Primitivas de algumas fungoes.
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CAPITULO 2. PRIMITIVACAO

Fraccao simples a primitivar Primitiva
Az+B
(z—p)2+¢)*
1) k=1 Api;Barctg % + gln((xfp)erqQ)
_ Ap+B_q(z—p) z—py _ A
2) k=2 24 ((96*17)2+q2 +arcte™ ) 2((x—p)2+4¢?)

Tabela 2.2: Primitivas de algumas fraccoes simples.

1) P(f+g) =Pf+Pg
2)  PAf=APf, comA€ER
3) P(fg)=Fg—P(Fg'), com F=Pf

4)  Pf(@) = P(f(e(t)¢'(t), com z = p(t)

Tabela 2.3: Propriedades das primitivas.

1) sin?x 4+ cos?z = 1

2) 1+tg2x =sec?x 3) 1 + cotg?z = cosec2x

4) sin(x 4+ y) = sinxz cosy + siny cos 5) cos(x +y) = coszcosy — sinxsiny

6) sin (z — y) = sinz cosy — siny cos 7) cos (z —y) = cosx cosy + sinzsiny

8) sin2z = 2sinx cos x 9) cos 2z = cos? x — sin’ x

10)  sin?z = % (1 — cos2x) 11)  cos?z = % (1 4 cos2x)

12) sinz = ﬁtthi/j/z 13) cosz = ;:%zig

14)  sinmax cos nz = % [sin(m + n)z + sin(m — n)z]

15)  cosmx cosnz = % [cos(m + n)z + cos(m —n)z] | 16) sinmzsinnz = % [cos(m — n)z + cos(m + n)z]

Tabela 2.4: Férmulas trigonométricas que poderao ser uteis na primitivacao.
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Tabela 2.5:

que P(vy, ..

Fungao a primitivar

Substituigao

1) R (x, m)

P r
4) R(z,za, ,:zﬁ) com p,q,..
5) R m7<am+b>§ “7<a:v+b
cr+d cr+d

com p,q,...,r,s € Z\ {0}

7)  R(sinz,cosx)

18 €7\ {0}

))

_a
xfbsmt

a

x=qtgt

—a
T = bsect

z=1tF k=mm.c(q...,s)

ax +b

e =tk k=m.m.c(q,...,s)
)

<x7 a—ctk>

Lz

t—tg5

ing — 2t _ 1=t
(smx— Tre2) COST = 1+t2>

8)  R(e") z =Int
P(vy,...,v
Substituigoes sugeridas para racionalizar R(vy,...,v,) = (v m) em
Q(vla y Um
. Um) € Q(vy, ..., vy) sdo polindmios nas variaveis vy, ..., Uy,
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Capitulo 3

Calculo integral

3.1 Integral definido

Introducao

Historicamente o conceito de integral nasce para definir rigorosamente a nocao intuitiva
de area de regioes limitadas por curvas. Assim, uma das vias mais naturais para motivar
o conceito de integral é precisamente o calculo de dreas. Dada uma fungao f > 0 em |a, b]
e limitada nesse intervalo, qual sera a area da regiao R delimitada superiormente pelo
grafico de f, inferiormente pelo eixo dos xzx e lateralmente pelas rectas © = a e x = b?

(Ver Figura[311)

Figura 3.1: R ¢ a regiao delimitada superiormente pelo gréfico de f, inferiormente pelo

eixo dos zx e lateralmente pelas rectas * = a e x = b.
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3.1. INTEGRAL DEFINIDO

Para obter um valor aproximado da area da regiao R é razoavel proceder da seguinte

forma. (A Figura ilustra este processo.) Consideremos n + 1 pontos a = zy <
flos) 4
; xT
a=mo z1 T2 T3 Ty M x5 z6 b=z

Figura 3.2: A soma das areas dos rectangulos assinalados é um valor aproximado da area

da regiao R da Figura 31l

r1 < Ty < ...< x, = b do intervalo [a,b] e em cada intervalo [x;_i,z;] vamos escolher
um ponto arbitrario ;. O produto A; = f(«;)(z; — x;_1) é a area do rectangulo de base
[z;_1, ;] e altura igual a f(«;). Se considerarmos que cada A; é uma aproximagao razoavel
da édrea da regiao de R delimitada inferiormente pelo intervalo [z;_1,x;], entdo a soma
A+ Ay + - -+ A, é um valor aproximado da area de R. E claro que a aproximacao sera
tanto melhor quanto menor forem as amplitudes dos intervalos [z;_1,x;]. Assim, vamos
obter sucessivos aumentos da precisao aumentando o niimero n de pontos e distribuindo-
os de forma a que os comprimentos dos intervalos [z;_1,x;] tendam para zero. Claro que
hé intiimeras maneiras de seleccionar mais e mais pontos e de os distribuir no intervalo
[a,b] de forma a que as amplitudes dos intervalos [z;_1, ;] sejam cada vez menores. Se
independentemente da forma de o fazer, as correspondentes somas A; + Ay + --- + A,
convergem para o mesmo valor S, diz-se que a fungao f é integrdvel em [a, b], que S é o

integral definido de f em [a, b] e escreve-se

S:/abf(x)dx:/abf.

E este o valor que define rigorosamente a area de R.
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CAPITULO 3. CALCULO INTEGRAL

Na expressao anterior [a,b] é o intervalo de integragao, os pontos a e b sdo os limites de

integracao, f é a funcao integranda e x é a varidvel de integracao.

EXEMPLO 24 Se f(z) =k >0 em [a, ], ff f(z)dz = k(b— a) é a drea do rectangulo de

base [a, b] e altura k.

Se f < 0 em [a,b], entdo as somas A; + Ay + --- + A, s@o nao positivas e portanto o
integral fab f sera também nao positivo, sendo o simétrico da area da regiao delimitada
inferiormente pelo grafico de f, superiormente pelo eixo dos xx e lateralmente pelas rectas

r=aex=> (ver Figura3.3]).

Figura 3.3: Se a funcao integranda tem sinal constante no intervalo, o integral tem o sinal

da funcao integranda.

Propriedades

As funcoes integraveis constituem uma vasta classe de fungoes e existem vérios resultados a

estabelecer condigoes suficientes para a integrabilidade de funcoes. Destacamos o seguinte.

Proposicao 3.1 Se f € continua em [a,b], entao [ é integravel em [a,b].
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3.1. INTEGRAL DEFINIDO

Daqui decorre directamente que as funcoes elementares sao integraveis em qualquer in-
tervalo fechado dos seus dominios.
A continuidade nao é no entanto condicao necessaria para a integrabilidade. De facto

tem-se o seguinte resultado.

Proposicao 3.2 Se f ¢ limitada em [a,b] com um nimero finito de descontinuidades,

entao f € integravel em [a,b].
O integral definido satisfaz as seguintes propriedades.
Proposicao 3.3 Sejam f,g: [a,b] — R fun¢oes integraveis em [a,b]. Entao,

1. f+ g € integrdvel em [a,b] e

/ab<f+g>=/abf+/abg-

2. \f, com X\ € R, € integravel em |a,b] e

b b
[on=x[1
3. (Aditividade do integral)

/abf:/:f+/cbf, com ¢ €]a, b|.
4. Se f > g em [a,b], entdo b |
lleg

Em particular, se f >0 em [a,b], entao

l%zo

5. Se f =g, excepto eventualmente num nimero finito de pontos de [a,b], tem-se

[1=]
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E ainda de referir o seguinte resultado que tem uma 6bvia interpretacao geométrica.

Teorema 3.4 (Teorema da média) Se f é continua em [a,b], existe um ponto ¢ € [a, b

/f F()b—a).

Demonstracao: Da continuidade de f decorre que

tal que

m < f(x) < M, Vx € [a,b],

em que m e M sdo, respectivamente, os valores minimo e méximo de f no intervalo [a, b].

Utilizando o resultado 4 da Proposicao B.3] tem-se
m(b— a) /m</f</M M —a),

b
m < f“f < M.
b—a

donde resulta

O teorema de Bolzano permite concluir que, uma vez que a funcao continua f toma os

f f

valores m e M em [a, b], o valor intermédi

ponto ¢ € [a,b]. O

PP , b, .
Para f > 0 em [a, b, o teorema da média diz que a drea expressa por fa f € precisamente

a area de um determinado rectangulo de lado [a, b] e cujo lado oposto intersecta o grafico

de f (ver Figura [3.4).

Até agora sé atribuimos significado ao simbolo fab f com a < b. E ttil estabelecer a

seguinte convencao.

CONVENGAO 1

1. /aafzo.

2. Se f é uma fungao integrével no intervalo [a, b] / / f.
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Figura 3.4: A area da regiao delimitada superiormente pelo grafico de f, inferiormente
pelo eixo dos zx e lateralmente pelas rectas * = a e x = b é a mesma do que a do

rectangulo assinalado.

OBSERVAGAO 7 Com esta convencao a propriedade 3 da Proposigao 3.3 é valida qualquer
que seja a posicao relativa dos pontos a, b e ¢, desde que a funcao f seja integravel no
maior intervalo fechado que contenha os trés pontos.

Assim, por exemplo, para a < b < ¢, tem-se
b c b b c c c b c
[o=fosfoefa=fo=fre o=+ )1

Calculo do integral

Vamos agora ocupar-nos do calculo do integral definido. O calculo com base na con-
vergéncia das somas A; + Ay + - -+ + A, nao é um método eficaz. E a primitivacdo que
vai ser a chave de uma forma expedita de abordar esta questao.

Sejam f > 0 uma funcdo continua no intervalo [a,b], £ um ponto mével em [a,b] e
consideremos a drea varidvel A(z) da regiao delimitada superiormente pelo gréfico de f,
inferiormente pelo eixo dos zx e lateralmente pelas rectas verticais %ue cortam o eixo dos
zx em a e em x (ver a FiguraB.H). Note que A(a) =0 e A(b) = / f.

a

Vamos mostrar que, em cada ponto de [a, b], a taxa de variacao da drea A coincide com
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Figura 3.5: A(z) é a drea da regiao assinalada.

a altura do grafico da funcao f, i.e,

Ax) = f(x). (3.1)

A —A
De facto, A'(z) = ]llirré (z + h})l (=)

que, tendo em conta o teorema da média (Teorema

hf(c)
h
zex+h. Unavez que h — 0= ¢ — x, tem-se A'(x) = }llin})f(c) = lim f(c) = f(2).

[B.4) aplicado ao integral definido ffrh f, pode ser escrito A'(z) = }llirr(l) , com ¢ entre

A expressao (3] estabelece que A é uma primitiva de f em [a,b]. Se F' é uma qualquer

primitiva de f em [a,b], tem-se

pois esta é a tnica primitiva de f que garante que A(a) = 0. Podemos assim concluir que
b
/ f=A() = F(b) — F(a).

E de notar que, ao estabelecer a férmula anterior, a condicao f > 0 nao teve outro

propédsito senao o de permitir ilustrar os calculos identificando integrais e dreas. Assim, é
- . . . b

valido o seguinte resultado que permite calcular o integral fa f desde que se conheca uma

primitiva de f em [a, b].
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Teorema 3.5 (F'érmula fundamental do cdlculo integral) Sejam f uma fun¢do continua

em [a,b] e F uma qualquer primitiva de f em [a,b]. Tem-se,

/ f(z)dx = F(b) — F(a).

E usual denotar o membro direito da igualdade anterior escrevendo F(b)—F(a) = [F (:L‘)]Z

EXEMPLOS 25

2 2
1./ dx:/ lde = [z]; =2
0 0

b
Em geral, para k € R, tem-se / kdz = [kz]’ = k(b — a).

b
2./0dx:0.
3 373
3./x2dx:lx—] =9.
0 3 0

2m
4. / sinz dr = [~ cos ]l = —1 — (—1) = 0.
0

2x 0<zr<1
5. Se f(x) = :
20 —2 1l<ax<2

/02f(:c)d:c = /f d:c+/ f(x dx_/2xdx+/(;,;_2)dx:

— 0—|—[:c —2:5} =1+1=2. (Ver Figura 3.6)

Nos calculos efectuados utilizaram-se as propriedades 3 e 5 da Proposicao
A propriedade 3 (aditividade do integral) serviu para decompor em [0, 1],[1,2] o
intervalo de integracao [0,2]. A propriedade 5 legitima que o célculo de ff f se
processe utilizando a funcao integranda f(z) = 2x — 2, que é continua em [1,2], em

substitui¢ao da fungdo f, que tem uma descontinuidade em [1,2].

O dx U de 1
. = — = — [In(1 =—(In2—Inl1)=—-In2.
6. [ 55— 155 - —M0+al = —n2 =1 = ~h
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Figura 3.6: A funcao f é descontinua no ponto x = 1.

OBSERVACAO 8 Se a > b,

[ #@rde == [ @) do =~ (@)l = - (Fla) - F(4) = F») - F(a)

Assim, a férmula fundamental do calculo integral aplica-se indistintamente aos casos a < b

ea>b.

A férmula fundamental do calculo integral remete a determinacao dos valores dos integrais
a identificagao das primitivas das fungoes integrandas. Como esse assunto ja foi tratado
no capitulo anterior, pouco mais ha a dizer sobre o calculo do integral definido. E no
entanto pertinente enunciar a contrapartida para integrais da férmula da primitivacao
por substituicdo (Proposicao 2.6)). Esta férmula nao obriga a desfazer a mudanga de

varidvel.

Proposicao 3.6 (Integragcio por substituicao.) Sejam I e J dois intervalos, [ uma
fungao continua em I e ¢ : J — I com derivada continua. Sejam ainda ty e ty dois

pontos de J tais que a = @(ty) e b= ¢(t1). Entao,

/f@NwzllﬂMW¢®ﬁ»wmxzww

EXEMPLOS 26
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3.1. INTEGRAL DEFINIDO

1 T
1. / ¢ dx
o 1L+4e*

Fazendo e* =t = o = Int = ¢(t), t €]0,4+00], tem-se 2’ = ¢'(t) = } e

x t
a = tozeoz
b= ti=el=e¢
Assim,

boer c ot o1 ° 1
dr = —— —dt = ——dt = [In(1 +¢)]{ = In(1 —In2.
[ risa= [T ta= [ a- ol = nas o -

1
2./\/1—x2dx.
0
Com z = sint = (1), t € [0, F], vem 2’ = ¢(t) = cost e

x t

a=0|sintg =0t =0

b=1 sint1:1<:>t1:g

Assim,
1 5 21 1 1 2
/ \/1—x2dx:/ cothdt:/ —(1+cos2t)dt = = |t + =sin2t S
; ; ) 2 2 "2 , 4
Exercicios 11 Calcule os seguintes integrais.
1 1 V2
1. / zdx 2. / r*dx, com o > 0. 3. / 2 — 22 dx
0 0 -2
2 1 VT 3 i
4. /1 (22° — ?) dz 5. /0 xcos(z? — ) da 6. /2 RS dz
2
e 2 x? + 1, 0<z<1
7. / nﬁdx 8. / f(z)dz, com f(x)=
VT 0 ot l<ax<?
1 z 1
9. / x2% dz 10. / (x + cosx)sinx dr 11. / e“arctg (e¥) dx
0 -7 0
1 2z
12. / C _da
g e*+4
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Muitos conceitos importantes e problemas de Geometria, Fisica, Biologia, Engenharia,
Economia, etc, baseiam-se exactamente na mesma ideia subjacente ao calculo de areas, a
de que o todo de uma quantidade pode ser obtido decompondo-o num grande niimero de
partes convenientes e somando-as através da integracao.

A seguir apresentamos alguns exemplos da grande variedade de aplicacoes do integral

definido. No contexto das aplicagoes é em geral importante referir a unidade de medida

b
de / f(x)dz, que é o produto das unidades de f(zx) e x.

Calculo das areas de regioes definidas pelos graficos de duas
funcoes

Ja vimos que, se f > 0 em [a, b], fab f(x)dx é a area da regiao delimitada superiormente
pelo gréfico da funcao f, inferiormente pelo eixo dos xx e lateralmente pelas rectas ver-
ticais xt = a e x = b.

E 6bvio (ver Figura B7) que, se f > g > 0 em [a,b], a drea da regiao R delimitada

&

Figura 3.7: R é a regiao delimitada superiormente pelo grafico de f, inferiormente pelo

grafico de g e lateralmente pelas rectas r = a e x = b.

superiormente pelo grafico de f, inferiormente pelo grafico de g e lateralmente pelas

rectas x = a e x = b é dada por

drea de R = /abf(x) do — /abg(x) do = /ab(f(x) — g(z)) d.
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Esta mesma formula aplica-se, se f > ¢, independentemente dos sinais de f e g. De facto,

se g tomar valores negativos, podemos somar a f e a ¢ uma dada constante positiva C'

de forma a que f+ C > g+ C > 0 (ver Figura 3.§]). Daqui resulta uma translacgao da
f+C

Figura 3.8: A regiao R e a delimitada superiormente pelo grafico de f + C| inferiormente

pelo grafico de g + C' e lateralmente pelas rectas © = a e x = b, tém a mesma area.

regiao R remetendo o calculo da drea ao caso anterior. Tem-se assim,

area deR:/ ((f($)+0)—(9(93)+0))d$=/ (f(z) = g(x)) dz,

tal como no caso anterior.
Consideremos agora a situacao em que f — ¢g muda de sinal um ntmero finito de vezes
em [a, b]. Neste caso ha que identificar os pontos ¢y, ¢a, . . ., ¢, onde ocorrem as mudangas
de sinal e calcular a drea da regiao em cada um dos intervalos [a, ¢1], [c1, 2], ..., [cn, b].
Assim, a area da regiao R assinalada na Figura ¢ dada por
1 e b

iteade R = [ (7o) — o) e+ [ (o(a) ~ S+ [ (7(2) = g(a)) d
EXEMPLO 27 Vamos calcular a area da regiao R assinalada na Figura B.10
Comecemos por determinar os pontos ¢ e b.

O ponto ¢ é a abcissa do ponto do 1° quadrante de interseccao dos gréaficos de f e g.
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Figura 3.9: R é a regiao delimitada pelos graficos das fungoes f e g no intervalo [a, b].

Figura 3.10: R é a regiao do 1° quadrante delimitada pelos gréficos das fungoes f(z) =

2—12?eg(x)=u.

Assim,c>0e2—-c?=cec=1.
O ponto b é o zero positivo da funcdo f,ie, b>0e2—b> =0 b= 2.

Tem-se pois
reade & = [0~ gD ar+ [ (o60) - 1) ar =
— A%%ﬂﬁ—@d$+[ﬁ@—2+x%M7

2 227! x? 2372
35 2], |2 3],
7 13 4 10 4
S e Y 5 Y )
6+(6 3 ) 3 3
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EXERcicIOs 12

1. Calcule a area das seguintes regioes:

a) {(r,y) eR? : 0< <2, —2?*<y<.r}
b) (2 Teste 2006/07 - Médulo I)

Determine a area da regiao definida pelos graficos das fungoes f(x) = cosz e

g(xz) = = — % no intervalo [0, 7].

c) {(z,y) eR? : —1<z<1, 22—1<y<arccosz}
Q) {(@y) €R:Jal +y <2 y>a®—1}

e) {(z,y) eR?*:|sinz|<y<e”, 0<x<2m}.

f) (2° Teste 2006/07 - Modulo I)

Determine a drea da regiao definida por {(z,y) : |[cosz| <y <z + 1,z < 7}.

2. Calcule a area da regiao contida no semi-plano = > 1 e delimitada pelas curvas

y=a2 x=9y> ey =4

3. Calcule a area da regiao do plano delimitada pelas curvas y = sinx e y = cosx e

pelas rectas x = 0 e x = 27.

Outras aplicagoes

Variacao total

A taxa de variagdo de uma quantidade F(x) é dada por F'(z). Entao, a variagao total
b

de F entre xt =aex =0, F(b) — F(a), é dada por / F'(x) dz (Teorema Fundamental

do Calculo Integral), ou seja, o integral definido de uma taxa de variacao representa a

variacao total.

EXEMPLO 28 As taxas de crescimento das alturas de duas arvores (em metros por ano)

estao representadas na Figura B.111
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(metros/ano)

— ‘ t (anos)
10

;

Figura 3.11: Taxas de crescimento das alturas de duas arvores.

Se as arvores tém a mesma altura no instante ¢ = 0, qual é a mais alta ao fim de 5 anos?
E ao fim de 10 anos?

A variagao total da altura de cada arvore ao fim de ¢t anos é dada pela area da regiao
abaixo da correspondente curva no intervalo [0, ] (ver Figura BI1]). Logo, ao fim de 5

anos, a arvore B é a mais alta, enquanto que ao fim de 10 anos é a arvore A.

Valor médio

Como determinar o “valor médio” de uma fungao continua em [a, b]? Como primeira apro-
ximacao vamos determinar a média de valores de f calculados em n pontos z1, a,...,T,
de [a,b]. O valor médio de f vem

Flwn) + fas) + o+ )

n

fmed ~

Supondo que os pontos x1,...,z, estao igualmente espacados, a distancia entre quaisquer

dois pontos é Az = =2 Podemos agora escrever
n

fz)Az + -+ f(za) A
Jmed & b—a :

Obviamente que quanto maior for n melhor seréd esta aproximacao. Fazendo n — 400, a
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b
soma anterior converge precisamente para / f(x)dz. Assim, define-se
a
b
|ty
ai'
b—a

Na Figura B.12] identificamos graficamente o valor médio da funcao com a altura do

fmed =

rectangulo de base [0, 5] cuja drea é igual a drea abaixo da curva.

Y

y = f()

Figura 3.12: Taxas de crescimento da altura de duas arvores.

EXEMPLO 29 Suponha que a temperatura 7' do ar (em °C') ao longo de um dado dia é

dada por T' = 0.001t* — 0.28% +25, em que ¢ € [0,24] é o tempo em horas. A temperatura
21000184 — 0.282 + 25 dt
24

média do ar desse dia é T} g = = 37.595°C.

Probabilidades

Na tomada de decisoes é importante saber como uma certa caracteristica ou variavel se
distribui numa populacao, por exemplo, a altura numa populagao de arvores, o peso numa
populagao de suinos, etc. No caso da variavel em estudo poder assumir uma infinidade
(ndo numeravel) de valores (varidvel aleatéria continua), a descricao da respectiva dis-
tribuicao pode ser feita através da funcao densidade de probabilidade.

Uma funcao densidade de probabilidade (f.d.p.) de uma variavel aleatéria é uma fungao

y = f(z) (Figura BI3) que satisfaz as seguintes condigoes
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1. f(x) >0, para todo o z, e

2. a éarea abaixo do grafico de f ¢é igual a 1.

Se X ¢é uma variavel aleatéria com f.d.p. f, a probabilidade de X tomar valores num

dado intervalo ¢ igual a area da regiao delimitada pelo grafico de f no intervalo.

e

Figura 3.13: Funcao densidade de probabilidade.

O conceito de integral permite entao escrever

P(angb):/bf(x)dx.

EXEMPLO 30 Suponha que X é a concentracao diaria (em ppm) de mondxido de carbono

(CO) na atmosfera numa dada zona urbana, e que a fungao densidade de X é

f(z) =34 2>0.

Pretende-se determinar i) a probabilidade de a concentracao de CO estar entre 1 ppm e
2 ppm e ii) a propor¢ao de dias em que a concentracao de CO excede 2 ppm.

2
Assim, i) P(1 < X < 2) = / f(z)dx = 0.03229 e ii) Uma vez que P(X > 2) =
1

2
1-P(X<2)=1- / f(x)dz =1.1138 x 1073, a proporc¢ao é de 1.1138 dias em 1000.
0

Trabalho
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O trabalho realizado por uma forga de intensidade constante F' quando o deslocamento
d do ponto de aplicacao da forca tem a mesma direccao e sentido da forca é dado por
W =Fd (W = —F d quando o sentido do deslocamento é contrario ao da forga).

Se a intensidade F(z) da forga depende da posicao x do ponto de aplica¢do, entdao o
trabalho realizado pode ser calculado decompondo o deslocamento em deslocamentos
muito pequenos de forma a considerar a intensidade da forca constante relativamente a
cada um deles. O trabalho resultante é obtido abtravés da soma dos trabalhos realizados
usando o processo de integracao. Assim, W = / F(z)dz, quando o deslocamento ocorre

a

de a até b na mesma direcgao e sentido da forga.

EXEMPLO 31 Um corpo é elevado do solo a altura de 10 m por accao de uma forca de
intensidade (em newton) dada por F(z) = 200+ 3(10 — z), em que x é a altura do corpo

10
(em metros). O trabalho realizado por esta forca é W = / F(z)dz = 2150 J.
0

ExERrcicios 13

1. Um insecto voa (num perfodo limitado de tempo) com a velocidade v(t) = 10+8t—¢2

metros por segundo.

a) Trace o grafico de v(t) e identifique geometricamente a distancia percorrida

pelo insecto durante os primeiros cinco segundos.

b) Calcule essa distancia.

2. A taxa de variagao didria da quantidade de 4gua numa planta (em gramas por hora)
é dada por V'(t) = —0.041667t(24—t)+4, em que t é o tempo em horas (0 < t < 24).

Sera que ao fim do dia a planta perdeu ou ganhou agua?

3. O perfil de um dado solo revelou que a concentragao de azoto (em g/m?3) é dada por
y = 673.8 — 34,7z, em que z € [0,10] é a profundidade do solo (em m). Calcule a

concentracao média de azoto no solo.
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4. A populacao P (em milhoes de pessoas) de um dado pais é dada por P = 67.38(1.026)",
em que t é o tempo em anos desde 1980. Qual é a populagao média entre 1980 e

19907

5. Suponha que X mede o tempo (em horas) que um estudante demora a concluir uma

prova de exame cuja duracao é de duas horas, e que a fungao densidade de X é

f@) == v e 0,2,

a) Qual é a probabilidade de um estudante demorar entre 1.5 h e 2h a fazer o
exame?
b) Determine a tal que / f(x)dx = 0.5. Interprete o parametro a no contexto
0

do problema.

6. Seja f(x) = 0.1e7% para x > 0, a fungao densidade do tempo de espera (em

minutos) de uma pessoa numa paragem de autocarros.

a) Qual é a probabilidade de o tempo de espera nao exceder 5 min?

b) Qual é a percentagem de pessoas que espera mais de 1/2 h?

7. Uma bola de ferro é atraida por um iman com um forca F' = % N quando a bola

estd a x metros do iman.

a) Calcule o trabalho realizado pela forga quando a bola sofre um deslocamento
de 4 m na mesma direccao e em sentido contrario aos da forca, supondo que a

bola e o iman se encontravam a distancia de 2 m.

b) Calcule a forga média aplicada na bola na situacao descrita em a).
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3.2 Integral indefinido

Dada uma fungao f integravel em [a, b], vamos estudar a fungao

o(x) = /x f(t)dt, com z € [a,b],

cujo valor depende do limite superior do integral. A funcao ¢ : [a,b] — R chama-se
integral indefinido de f (com origem em a).
Geometricamente, se f > 0 em [a, b], esta funcao representa a area variavel que introduz-

imos ao estabelecer a férmula fundamental do calculo integral e que entao denotamos por

A(z) (ver Figura [B.3]).
OBSERVACOES 9

1. A variavel utilizada no limite superior de integracao e a variavel de integracao que
figuram na expressao da funcao ¢ nao podem ser representadas pelo mesmo simbolo,

pois tém papéis distintos.

2. Em cada ponto = = ¢ do intervalo [a, b], o valor de ¢ é o integral definido p(c) =

[ f(t)dt. Em particular, ¢(a) = 0.
EXEMPLOS 32

1. Consideremos ¢(z) = /13: f(t)dt, com = € [1,5] e em que f(t) = 1. (Ver Figura
Como f > 0 em [1,5], a fungdo ¢ é crescente pois para quaisquer x; > xg, a
area ¢(x1) = @(xg) + drea de R > ¢(xy). Esta propriedade é uma consequéncia
da natureza cumulativa do integral indefinido. Lé-se bem no grafico da funcao
o(x) = /19[»‘ %dt = [Int]{ = Inz o acréscimo: drea de R = p(x1) — p(zo).

2 0<t<1

2. Consideremos ¢(x) = / f(t)dt, com z € [0,2] e em que f(t) = :
0 ? 1<t<2
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Figura 3.14: A funcao crescente ¢ é o integral indefinido de f > 0 no intervalo [1, 5].

Para x € [0, 1],
cp(:p):/ 2dt = 2[t]§ = 2x.
0
Para z €]1, 2],
T 1 T 1 T
— — — 2 _
o(r) = /Of(t)dt—/O f(t)dt+/1 f(t)dt—/o 2dt+/1tdt—
37@ 3
= [2t]é+lt—] o T
3], 3 3
2’45
= 5

Note que, apesar de f ser descontinua em x = 1, o integral indefinido ¢ ¢ uma funcao
continua em [0, 2] (ver Figura BIH). Esta propriedade é também consequéncia da
natureza cumulativa do integral indefinido que € insensivel a descontinuidades num

nimero finito de pontos da funcao integranda.
A fungao integral indefinido ¢ : [a,b] — R

o(x) = /m f(t)dt, com z € [a,b]

verifica trés importantes propriedades que enunciamos em seguida. As duas primeiras

foram ilustradas nos Exemplos
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Figura 3.15: A funcao continua ¢ é o integral indefinido de f no intervalo [0, 2].

Proposigao 3.7 Se f >0 em [a,b], entao ¢ € crescente em |a, b)].

Proposicao 3.8 A fungao p € continua em |[a,b], i.e., para todo o ponto xg € [a,b] tem-se

T

Zo
lim @(x) = p(zg), escrito de outro modo lim f(t)dt = / f(t) dt.

T—xT0 T—T0 a

A terceira propriedade foi anteriormente provada ao estabelecer-se a igualdade (B.JI)
(A'(x) = f(z)). Na altura fez-se referéncia que a condicao f > 0 apenas foi usada

para identificar A(z) = [ f(t) dt.
Proposicao 3.9 Se f € continua em [a,b], entdo ¢ € derivivel em [a,b] e
z /
¢'(x) = f(x), ou de forma equivalente (/ f(t) dt) = f(x), com x € [a,b].

Assim, se f é continua existe uma fungao - o integral indefinido - cuja derivada ¢é f.

Portanto tem-se o seguinte.
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Proposicao 3.10 Se f ¢ continua em [a,b], entao [ € primitivivel em |a,b] e Pf(x) =
Jo f(t)dt

Fica assim provado o Teorema enunciado no capitulo sobre primitivacao de fungoes.
OBSERVAQOES 10

1. A Proposicao B.I0 garante a possibilidade de definir uma primitiva P f de qualquer
funcao continua f, mesmo quando Pf nao é elementar. Por exemplo, a primitiva

de f(:L’) = e—xQ’ que se anula em x =1, é Pe—x2 _ / eitQ dt.
1

x

2. A Proposicao permite derivar toda a funcao escrita na forma / f(t)dt, sem
a

necessidade de calcular o integral, desde que a fungao integranda f seja continua.

Por exemplo, para x > 0, tem-se

x t3 ! 3
/ dt )] = v )
o L+1¢2 1+ a2

Terminamos o estudo do integral indefinido referindo que, tal como para o integral

definido, tem significado considerar o integral indefinido com o limite superior de inte-
gracao a esquerda da origem do integral. Todas as propriedades anteriormente enunciadas

mantém-se validas independentemente da posicao de z em relagao a origem a.

ExeEmpLO 33 Considere ¢(x dt. Dado que a funcao integranda é continua

A 1

em R, ¢(x) estd definida para todo o x € R e é derivavel, com ¢'(z) = iz > 0,0

que permite concluir que ¢ é estritamente crescente em R. Como ¢(1) = 0, a monotonia
assegura que p(z) < 0, para x < 1 e p(x) > 0, para x > 1. O estudo de outras
caracteristicas do integral indefinido ¢, como por exemplo o contradoml'nio e assimptotas

nao verticais, requer a determinagao de lim ¢(x) = lim dt, exigindo o calculo
Tr— 00

=t [ e

de uma primitiva da funcao integranda.

ExERcicios 14
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. Determine uma expressao para / (te' — te) dt onde nao figure o stmbolo do integral.
0

2, 0<t<1
. Considere f(t) = ¢ 0, 1<t <3 .Represente graficamente a funcao fom ft)de,
1, 3<t<4

com z € [0,4].

xT

. Escreva a funcao / t|t — 1| dt sem recurso ao simbolo do integral.
-2

. Considere a funcao F(z) = / (3 —sin?t) dt.
0
a) Mostre que F' é estritamente crescente em R.
b) Indique uma equacao da recta tangente ao grafico de F' em x = 0.

. Considere F(x / —dt, com x > 0. Estude a monotonia de F' e o sentido da

concavidade do grafico de F em R*.

:L’2/ e tdt
-J0

. Calcule };IL% ]

. Seja T o tempo (em dias) ao fim do qual um animal doente se restabelece depois de

ter sido submetido a um tratamento. A funcao densidade de probabilidade de T é

f(t) = " com t > 0,e em que ¢ é uma constante positiva.

Considere F(t / f(z)dz, t>0.

a) Interprete F' no contexto do problema.
b) Determine uma expressao para F' em que nao figure o simbolo do integral.

c¢) Calcule a probabilidade de um animal se restabelecer ao fim do quarto dia apds

o tratamento.
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3.3 Integral impréprio

Vamos generalizar a nocao de integral aos casos em que o intervalo de integragao é nao lim-

itado ou a funcao integranda tem limite infinito num extremo do intervalo de integracao.

Xz

+o0 1
Assim, vamos atribuir significado, por exemplo, aos integrais / —dz e / —dz (ver
1 o &

Figura B.10). Para isto vamos tomar limites da funcgao integral indefinido. Mais precisa-

Y

Figura 3.16: Grafico da fungao %, com x> 0.

mente,

(1)

(caso em que o intervalo de integragao nao é limitado) se f é uma funcao continua
em [a, +00|, vamos calcular o limite quando = — 400 da funcao F(x / [ (ver

Figura3ITa)). Se este limite existir, chama-se integral imprdprio de f em [a, +00]

" fydr = tim JC

€ escreve-se

a r—+00
(Caso em que a fungao integranda tem limite infinito num extremo do intervalo de

integragao) se f é uma funcao continua em |a, b] e lim f(z) = oo, vamos calcular o
*?a

limite quando z — a™ da funcao G(z / f (ver FiguraBI7b)). Se este limite

existir, chama-se integral improprio de f em la,b] e escreve-se

/a F(r)dt = T, / 0
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!
‘f¥
F@)=JT7 G@) =17,
‘ a r — +00 “ a a<—=x b ¢
a) b)

Figura 3.17: Integral impréprio: a) caso em que o intervalo de integragao é [a, +oo[; b)

caso em que a funcao integranda tem limite infinito em a.

Quando o limite é finito, diz-se que o correspondente integral improprio é convergente.
Caso contrario, o integral improprio é divergente.

Se f > 0, o integral improprio é a area da regiao ilimitada definida pela funcao no intervalo
de integracdo. Para cada uma das fungoes representadas na Figura B.I7 estd assinalada

a correspondente regiao.
EXEMPLOS 34

1. Para a funcao f(t) = 7 tem-se

too 1
(i) / ; dt = lim —dt = lim [Int]f = lim Inz = +oo.
1

T——+00 1 r——+00 r——+00

1 1
1 1
(ii) / —dt = lim —dt = lim [Int#]} = lim —Inz = +oo.
0 t z—0+ f,. T z—071 z—07F

Assim, os dois integrais impréprios sao divergentes.

2. Para a funcao f(t) = & tem-se,

+00 , 1 , 11*
/1 t_th: lim —dt = lim l——] =0—(—-1)=1.

T—-+00 1 T——+00 1

O integral impréprio é convergente e a regiao ilimitada definida por t%, com t €

[1, +00[, tem drea 1.
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3. Para a fungao f(t) = % tem-se,

' ' 1
—_dt=lim [ —=dt= lim [2\/%} —2.
0 \/% z—0t J, \/% xz—07F x
O integral impréprio é convergente e a regiao ilimitada definida por %, com t €]0, 1],
tem &area 2.
—+o00 1 1
Os integrais impréprios do exemplo anterior sao casos particulares de / —dt e / o dt,
1 0
chamados integrais de Dirichlet. Estes integrais sao frequentemente utilizados, como ver-
emos a frente, para decidir sobre a natureza (convergéncia ou divergéncia) de varios
integrais improprios.
Na Figura B.I8 estao representados graficos das funcoes t%, com t > 0, para diferentes

valores de a. O valor de o« = 1 é uma fronteira no que respeita a natureza dos integrais

Y

Figura 3.18: Graficos de algumas fungoes t%, comt >0, coma=1,2e0.5.

de Dirichlet. De facto, tem-se os seguintes resultados.

Proposicao 3.11

) oo %1 se a>1
(1)/ —adt: @
1 t +o00 sea <1
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11 se v <1
(ii) /—dt -«
400 sea>1

EXERcicIO 15 Prove a Proposicao B.111

Existem outros tipos de integrais impréprios de fungoes continuas. Nomeadamente,

1. Integral impréprio de f em | — o0, b, i.e.,

/ f(t)dt = lim bf(t) dt.

Por exemplo,

0 0
/ etdt = lim etdt = lim [et}gzl.

. Integral impréprio de f em [a, b], quando lim f(t) = oo i.e.,
t—b

/bf(t)dt: im [ f(t)dt
a z—b" Ja

em que lim f(t) = 400, tem-se
t—1"

Por exemplo, para f(t) =

_t_
1—t27

1 T T
t t 1
/ >dt = lim dt = lim |—=In(1 —#*)| = +oco. Neste caso o in-

tegral improprio é divergente.

. Integral impréprio de f em ]a,b[, que contempla as situagdes em que a = —o0 e

b= +oo ou lim f(t) = lim f(t) = oo, entre outras.
t— t—b

O integral impréprio / f, em |a, b, diz-se convergente se para algum ponto ¢ €]a, b],

os integrais improprios / fe / f sao ambos convergentes. Neste caso, escreve-se

| / /f+/f

Verifica-se facilmente que a convergencia e o valor do integral impréprio nao depen-

dem da escolha do ponto c.
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b
O integral improprio / f em |a, b, é divergente se algum dos integrais impréprios
a

c b
/ f ou/ f é divergente.

Por exemplo,

oo S| too
— dt = dt dt =
/OO 1+t /001+t2 +/0 1+t

0 Y 1
= lim lim
T——00 1+t y—+oo Jo 1412

dt =

= lim [arctgt] + hm [arctg t]) =

r— —00

= — lim arctg:er 11111 arctg y = .

Tr——00

ExERrcicios 16 Estude a natureza de cada um dos seguintes integrais impréprios e, em

caso de convergéncia, indique o seu valor.

“+00 1 2 1 +o0o 1
1. / —— dx 2. / dx 3. / dx
0 x4+ 4 o 4—2x? —1
too 2]
4. / dx 5. / ne dx /
. zrlnzx 0 VvV
+00 1 +oo
7. / —dx 8. / e “sinxdx / oSt ——dx
oo €T ETT 0 V1 —sinx

1 1
10. —  daz.
! / 0

ExERrcicio 17 A taxa & qual as aves de uma dada regiao adoecem durante uma epidemia
de gripe (em ntimero de aves por dia) é dada por R(t) = 1000te™ % em que ¢ é medido
em dias desde o inicio da epidemia. Traduza através do integral impréprio o niimero total

de aves atingidas e calcule o seu valor.

Vamos agora estabelecer alguns critérios de convergéncia para os integrais improprios de
fungdes continuas em [a, b, podendo b ser finito ou +00. Os critérios que iremos apresentar
adaptam-se de forma 6bvia aos integrais impréprios em intervalos dos outros tipos.

Comecemos por referir os seguintes resultados evidentes.
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OBSERVACOES 11

1. Para todo o ponto ¢ € [a,b], os integrais impréprios f:f e fcbf tém a mesma

natureza

2. Para todo o A € R\ {0}, os integrais impréprios ff fe ff Af tém a mesma natureza.

O primeiro critério que enunciamos aplica-se a fungoes f e g nao negativas em [a,b[. O
critério estabelece que, estando o grafico de f acima do de g, a area da regiao definida

por f em [a,b[ nao é inferior a da regiao definida por g no mesmo intervalo (ver Figura

B.19).

Figura 3.19: A drea da regiao definida por f em [a,b] nao é inferior a da regiao definida

por g em [a, b.

Mais precisamente,

Proposicao 3.12 (1° critério de comparagao) Sejam f e g fungoes continuas em [a, b,

com f>g2>0e lim f(z)= lim g(r) = +00 ou b= +oo.

r—b z—b

1. Se f;f converge, entao ffg converge.

2. Se f;g diverge, entdo f;f diverge.
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EXEMPLOS 35

. . , . +o0
1. Vamos estudar a natureza do integral improprio fl Sllixﬁ

+oo 1
—le’

Como, x— > 51‘_1; ¥ > 0em [1,4+00[, a convergéncia do integral de Dirichlet [

00 sin? z
1422

permite concluir que f1 dx é convergente.

2. Atendendo a que hm

z—0" \/7 + 2z

Para xz > 0, \/x+2x > \/x e portanto % \/—Jr% > (0. Como fo dz é um integral

= 400, fol —\/iizx dx é integral impréprio em |0, 1].

de Dirichlet convergente, o integral impréprio fo m dx é também convergente.

3. Para estudar a natureza do integral improéprio f; O

de Dirichlet f;roo % dax.

= 2 dx, recorremos ao integral

N ~ . . —+oco —+oco
Atendendo as Observagoes [l os integrais fe ; xd:p e f I xd:p bem como

n n

—+oco —+o0 N
fl %d:p e fe % dx tém a mesma natureza.

Uma vez que em [e, +oo[, 0 < Inz < z, tem-se % > % > 0. A divergéncia do inte-

. , . +o0o +o0o
gral impréprio fe %dx assegura que fe T xd:p e, consequentemente, fe dx

n lnm

sao também divergentes.

O segundo critério, que se aplica também a fungdes f e g ndo negativas no intervalo [a, b],

utiliza a razao g.

Proposicao 3.13 (2° critério de compara¢ao) Sejam f e g fungdes nao negativas e

f(x)

continuas em [a,b[, com g # 0 e lim f(z) = lim g(z) = 400 ou b = +oo. Se lim 7@
—b~ —b z—b- g\T
# 0,400, 0s integrais improprios fabf € fabg sao ambos convergentes ou ambos diver-

gentes.

EXEMPLOS 36

. ) .. +oo .
1. Vamos estudar a natureza do integral imprdprio [ sin < da.

Note que para z € [1, 400, 1 €]0,1] e consequentemente sin L > 0.
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. 1 .
sin — sin ¢ +o00
. [ . . . , . . l , ._
Como IEIPOO = 15% — = 1 # 0,400, o integral impréprio [ sin ~dw é di
x

vergente tal como o integral de Dirichlet f1+°° % dx.

1
2. Dado que lim ———
d z—1T xv/r — 1

1

= 400, ff x\/iﬁ é integral impréprio em |1, 2].

= lim_ .+ % =1 # 0,400. Atendendo a que o integral impréprio

i

1

lim .+ =3

T —

1 2
2 1 T T — _ - 2
i mo=da = ylir?* v do = ylif{l+ 2V l}y 2, conclui-se que [ Ve

é convergente.

|

2

3. Para decidir sobre a convergéncia de 1+oo lﬁf;}r ;7 utilizamos o integral de Dirichlet
f1+°° % que é convergente.
3 mf}r4 203 — 22 too 1
Ora, xEI—Poo ? = xl_l)I_{loo e — 2 # 0,400 e portanto [ mff;H ¢ também
convergente.
ExERrcicios 18 Estude a natureza dos seguintes integrais impréprios.
+o0 +o00 +00 _—|sinz]|
arctg x r+4 e
1. / 2g dx 2. / dx 3. / dx
1 z 1 er 1 z
T ox | Y1 +sin’x
4./ ——dr 5./ln—dx 6./ ——dx
oo L@ 0 0 z

x
21 S| |

7. d 8. —d 9. —dx.

/1 Jr—1 . /0 V(2 — ) ‘ /0 1—cosz

Terminamos com um resultado que poderd ser 1util para deduzir a convergéncia de inte-
grais impréprios quando a funcao integranda f nao tem sinal constante no intervalo de
integracgao, que se pode facilmente provar usando as desigualdades 0 < |f| + f < 2|f].

Proposicao 3.14 Seja f uma fun¢do continua em [a, b, com lim f(x) = 00 oub = +oc0.

r—b~

Se o integral improprio fab |f| converge, entao f:f também converge.

sinx

1422

EXEMPLO 37 Para estudar a natureza do integral improprio f;roo dx, consideramos

+00 |sinz|
i o2 de.
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Uma vez que 0 < |1Sj:1;§‘ <3 +1x2 < # e o integral de Dirichlet f1+°° 9%2 dx é convergente, do

1° critério d A lui [ el gy ¢ t la P ica
Criterio de commparacao conclul-se que 1 1122 T e convergente e, pela rroposicao

+00 sina 4
BI4 que [, oz dz também converge.

EXERCicIOS 19

1. Calcule o valor de cada uma das seguintes expressoes.

1 3 1 T
a) / V1 — 22dx b) / |2 — z|dz ) lim= [ € dt
0 1

x—0 0

Tet dt
I

a—0 1 — e

2. Calcule a drea de cada uma das seguintes regioes.

a) {(z.y)ry>e”y>e®y<2}

b) {(z,y):0< 2 <1, —e* <y <a?}

o) {(x,y) 1y = (z=1)%y <1—27}

d) {(z,y)  mx<y<e'y>—-x+1,z<e}

3. Um industrial de ceramica pretende fabricar azulejos quadrados com duas cores,

azul e amarelo, com o padrao ilustrado na figura ao lado. A regiao
e . - 1
amarela é delimitada pelos graficos das funcoes z¢ e x=, com o > 1.
Determine a de forma que as duas cores ocupem &reas iguais.
4. Determine uma expressao para a funcao ¢ : R — R,
2t set <0

o) = / " F(t)dr, com f(t) = |

el —1 set>0

onde nao figure o simbolo do integral.

5. Considere a fungao ¢ : Rg — R,

v 1
w(w)zfo F(t)dt, com f(t) = Vit se0<t<1

set>1
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a) Determine uma expressao para a fungao ¢ que nao utilize o simbolo do integral.

400
b) Calcule f(t)de.
0

6. Estude a natureza de cada um dos seguintes integrais impréprios.

+oo -2z +oo L3
a) / C dz b) / o xQ dz.
1 x 1 2+x

7. Calcule o valor de cada um dos seguintes integrais impréprios.

0 [ v [T

+o0
8. Determine [ que satisfaz / Be?l7l dg = 1.

9. Considere a fungao F' : R — R,

l—¢ ' set<0

F(z) = /j f(t)dt, com f(t) =

arctg t ’
s set >0

a) Calcule F'(1).
b) Determine F'(z).

c¢) Para g(z) = 22, identifique (F(g(z)))".

d) Determine ¢ € R tal que f(z)de = F(1) +c.
-1

10. (2° Teste 2006,/07 - Médulo 1)

322 se0<ax<1
Considere a funcao f(x) = 1

112 sex >1
T

a) Calcule /1f(x) dx.
0

b) Indique uma expressao para / f(t)dt, com = € R}, em que nao figure o
0

simbolo do integral.
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—+00

c¢) Calcule f(z)dx.

1
d) Diga, justificando, se é verdadeira ou falsa a afirmagao

xr1 2
existe um par z1, Ty € Ry, com z; < 2, tal que / f(t)dt > / f(t)dt.
0 0

11. (2° Teste 2006/07 - Médulo 1)

l—2 sex <0 z
Considere as fungoes f(x) = 1 e F(x) = f(t)dt, com z € R.
sex >0 -1
T+
a) Calcule F(1) e F'(1).
+oo
b) Indique, justificando, a natureza do integral impréprio f(z)dx.

0
c¢) Diga, justificando, se é verdadeira ou falsa a afirmagao

existe um par z; # o € R tal que F(x1) = F(z2).
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