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Capitulo 1

Topicos de calculo diferencial

O objectivo deste capitulo é generalizar nogoes e técnicas de calculo, conhecidas para
funcoes de uma variavel, a fungoes com mais que uma variavel.

Vamos limitar-nos a estabelecer as defini¢oes para o caso de fungoes de duas variaveis, o
que simplificard muito a notacao. A adaptacao destes conceitos para as fungoes com mais

do que duas varidveis nao introduz, em geral, novas dificuldades.

1.1 Dominio, curva de nivel e grafico. Superficies

quadricas. Continuidade

Consideremos uma funcao real de duas variaveis
f: D;CR* — R,
(,y) — 2= [f(z,y)

Designamos o conjunto D por dominio' de f, as varidveis x, y por varidveis independentes

e a variavel z por varidvel dependente (de x e y).

1Se nada for dito em contrario, o dominio de uma funcéo é o maior subconjunto de R? onde a expressao

que a define tem significado.



1.1. DOMINIO, CURVA DE NIVEL E GRAFICO. SUPERFICIES
QUADRICAS. CONTINUIDADE

Vejamos alguns exemplos.

ExeEmpPLO 1

f(x,y) =2 +vy, com D =R2%

EXEMPLO 2

f(z,y) =||(z,y)|]| = V2% + y? (norma de (z,y)), com D = R2
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CAPITULO 1. TOPICOS DE CALCULO DIFERENCIAL

ExEMPLO 3

f(x,y) =In(1 — 22 — y?) com

Dy ={(z,y): 1 —2* —y* > 0} = {(x,y) : 2 +y* < 1}.

ExeEmpPLO 4
Vy—1
fz,y) = Y com
Dfy={(z,y) 2 #0,y —1>0} ={(w,y) : 2 #0,y > 1}.
Y
A
| Dy
1[
A
EXEMPLO 5

fx,y,2) = /1 — (22 +y2+ 22) com
D;={(z,y,2): 1 — (2> + 9> +2°) > 0} = {(2,y,2) : 2* + ¢° + 2* < 1},
que corresponde a regiao do espaco delimitada pela esfera de equagao
z? + y2 + 22 = 1,

incluindo a prépria superficie da esfera.
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QUADRICAS. CONTINUIDADE

®

Defini¢ao 1 Consideremos uma fungao f : D; € R* — R. Chama-se grdfico de f ao

subconjunto de R3,

Gr={(z,y,2) €R? : (z,9) €Dy, 2= f(z,9)}.

E importante constatar que, em geral, os graficos de funcoes
reais de uma varidvel sdo curvas em R? e os graficos de

funcoes reais de duas varidveis sao superficies em R3.

z

Vejamos alguns exemplos de fungoes e respectivos graficos.

EXEMPLO 6

Consideremos a fungao f(z,y) = = + y cujo dominio é R?. O grafico de f é

{(z,y,2) ER® : z=z+y}.
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CAPITULO 1. TOPICOS DE CALCULO DIFERENCIAL

Reconhece-se imediatamente que o grafico de f é o plano de R? de equacdo z = x + ¥y

representado na figura abaixo.

EXEMPLO 7
Consideremos a fungao f : R? — R definida por f(z,y) = 2? + y?. O gréfico de f é o

subconjunto de R3,
Gr={(z,y,2) : (z,y) €Dy =R’ 2= f(z,y) =2 +y°},

que mais a frente veremos ser o paraboloide eliptico representado na figura.

z

EXEMPLO 8

xT

O gréfico da fungao f(x,y) = e~ *~v” geria dificil de representar sem o auxilio de software

computacional.
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Uma vez que na grande maioria dos casos nao € facil representar o grafico de uma funcao,

recorre-se muitas vezes aos conjuntos de nivel da funcao.

Definigao 2 Consideremos uma fungao f : Dy € R*> — R e uma constante real k.

Chama-se conjunto de nivel k ao subconjunto de R?,

Cy={(z,y) € Dy : f(z,y) =k}

Para funcoes de duas varidveis os conjuntos de nivel
chamam-se curvas de nivel. Para fungoes de trés variaveis os
conjuntos de nivel, que se definem analogamente, designam-

se por superficies de nivel.

Os conjuntos de nivel podem ser vazios ou reduzirem-se a

um ponto.

Vejamos alguns exemplos de identificacao dos conjuntos de nivel da funcao, onde se evi-

dencia a sua relagao com o gréafico da funcao.

ExXEMPLO 9

Consideremos de novo a funcio f(z,y) = x + y cujo dominio é R?. E facil de verificar

que as curvas de nivel {(z,y) € R? : z +y = k} sdo rectas paralelas de R
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CAPITULO 1. TOPICOS DE CALCULO DIFERENCIAL

ExeEMpPLO 10

As curvas de nivel da fungao f(z,y) = 22 +1v?, sao as circunferéncias centradas na origem,

de raio vk, k > 0, definidas por

z? +y2 =k
Tem-se portanto
0, k<0
Cr={(z,y) : 2*+y" =k} =< {(0,0)}, k=0

circunf. raio vk, k>0
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ExemprrLo 11

Consideremos
z = f(z,y) = sin(z) cos(y) + 3,

com dominio D = {(z,y) € R* : 0 < z,y < 27}. O gréfico desta fungao encontra-se

representado na seguinte figura, assim como varias das suas curvas de nivel.
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CAPITULO 1. TOPICOS DE CALCULO DIFERENCIAL

do grafico de f com o plano z = k.

A curva de nivel k é a projecgao no plano 20y da intersecgao

Curva de contorno de nivel k = f(a,b)

plano z = k

k= flab)]

Gyt 2= fla,y)

Dy

C}: curva de nivel k (que passa em (a, b))

ExeEmMpPLO 12

Consideremos por ultimo a funcao f : R* — R definida por

fxy,2) = I,y 2) [l =

As superficies de nivel k£ > 0 sao as superficies

Va2 4y + 22

Ck:{(x,y,z)eRgz\/x2+y2+22:/{:}, k>0,

que se reconhece serem esferas de raio k, centradas na origem.
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QUADRICAS. CONTINUIDADE

z3

Z2

1 x5+ 23 + af = k2

A partir das curvas de nivel de uma funcao é possivel ter uma ideia de qual o respectivo

grafico, “levantando” as curvas de nivel.
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CAPITULO 1. TOPICOS DE CALCULO DIFERENCIAL

Importa nesta altura reter os diferentes modos como curvas e superficies podem aparecer
definidas analiticamente.

Curvas em R? - Conjuntos de pontos (z,y) que verificam uma equaciao da forma:

L |y = f(x)

Neste caso, a curva é o grafico de uma funcao de uma variavel.

Ex: y = f(z) = 2?

2. | flz,y) =k

Neste caso, temos uma curva de nivel de uma funcao de duas varidveis.

Ex: 2% +y? =1 é a curva de nivel 1 de f(z,y) = 2% + y>.

<

RN
W

Note que a representacao f(z,y) = k é mais geral
do que y = f(x). De facto, y = 2% pode ser encarada
como a curva de nivel zero de f(z,y) = y—2? enquanto

que z2 4+ y? = 1 ndo pode ser vista como o grifico de

uma funcao de uma variavel.
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1.1. /DOMI/NIO, CURVA DE NIVEL E GRAFICO. SUPERFICIES
QUADRICAS. CONTINUIDADE

Superficies de R? - Conjuntos de pontos (z,y, z) que verificam uma equagao do tipo:

1. |z= f(z,y)

Neste caso, a superficie é o grafico de uma funcao de duas varidveis.

Ex: z = f(x,y) = /2% + 32

2' f(x7y7z):k

Neste caso, temos uma superficie de nivel de uma funcao de trés variaveis.

Ex: 2% + y? + 2% = 4 é a superficie de nivel 4 de f(z,y,2) = 2% +y* + 22
(1)
o2l

Entre os graficos de fungoes definidas em R? (que correspondem a superficies de R?) e

superficies de nivel de funcoes definidas em R? surgiram-nos algumas superficies quadricas.
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CAPITULO 1. TOPICOS DE CALCULO DIFERENCIAL

Superficies quadricas
Definicao 3 Uma superficie quddrica é uma superficie definida por uma equagao polino-
mial do 2° grau em trés varidveis,
Az? + By* +C2* + Doy + Byz + Faz +Gr + Hy + 1z +J =0,
em que A, B, ..., J sao constantes reais.

Lista de superficies quéadricas (definidas por equagdes na forma reduzida):

2 2 2
1. Elipsoide E‘i‘ﬁ_'_g:l.

Caso particular:

Se a = b = ¢ obtém-se a esfera centrada na origem de raio a definida pela equagao

Py + 22 =ad?|
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1.1. DOMINIO, CURVA DE NIVEL E GRAFICO. SUPERFICIES
QUADRICAS. CONTINUIDADE

2. Hiperboloide (eliptico) de uma folha|— + %= — = =1

A intersecgao do hiperboloide eliptico de uma folha com o plano z = 0, isto é, o trago
2
Yy
=1

em z0y, é a elipse = + =)

A intersecgao do hiperboloide com os planos z = 0 e y = 0, isto é, os tragos em y0z

e em x0z, sd0, respectivamente, as hipérboles
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CAPITULO 1. TOPICOS DE CALCULO DIFERENCIAL

3. Hiperboloide de duas folhas | — + - — — = —1

4. Cone x—+—:Z—.

ISA/UTL — Matemdtica e Informatica — 2007/08
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1.1. DOMINIO, CURVA DE NIVEL E GRAFICO. SUPERFICIES
QUADRICAS. CONTINUIDADE

5. Paraboloide eliptico | — + = = 2l
c

6. Paraboloide hiperbdlico|— — == = —|
c

7. Cilindro parabélico |az® — by = 0|.

ISA/UTL - Matemdtica e Informdtica — 2007/08
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CAPITULO 1. TOPICOS DE CALCULO DIFERENCIAL

8. Cilindro eliptico|— + == =1]|.

2?2 P
9. Cilindro hiperbdlico | — — = =1/
a b2

/

T
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1.1. DOMINIO, CURVA DE NIVEL E GRAFICO. SUPERFICIES

QUADRICAS. CONTINUIDADE

Se permutarmos nas equagoes anteriores as variaveis x, y, z entre si, vamos alterar a orientagao

dessa superficie relativamente aos eixos coordenados.
2 22 22
Por exemplo, as equagoes —+ 2 =22 e — + 72 = y2 definem os cones representados
a a

na seguinte figura.

Se nas equagoes anteriores substituirmos x, y e z respectivamente por z —xg, y — Yo € z — 20,
obtemos equagdes ndo reduzidas de quddricas que sdo uma translacdo das anteriores (definida

pelo vector (zo,yo0,20))-

(z—1)° (z - 2)?
— G

Por exemplo, + y2 + 9 =1, é o elipsoide de centro (1,0, 2) e semi-eixos 2,1

e 3, representado na figura

e (x— 2)2 + (y + 1)2 = z — 3, é o paraboloide de vértice (2, —1, 3), representado na seguinte

figura.

ISA/UTL - Matemdtica e Informdtica — 2007/08
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Continuidade

A nocao de continuidade conhecida para func¢oes de uma variavel generaliza-se de modo
natural para fungoes com duas (ou mais) varidveis. Intuitivamente, uma funcao de duas
variaveis é continua se pequenas variagoes nas variaveis independentes originam uma
pequena variagao no valor da funcao, o que se traduz no facto que os gréaficos de funcoes
continuas sao superficies sem “buracos”.

Importa registar que qualquer funcao construida a partir de fungoes continuas através de

somas, produtos, divisoes e composicoes, ¢ ainda continua no seu dominio. E o caso das
e fungoes polinomiais;
Por exemplo f(x,y) = 2%y + 22y é uma fungao polinomial, continua em R2

e fungoes racionais;

T4y
5[72 +y2

A fungao racional f(z,y) = ¢ continua no seu dominio, isto é em R?\ {(0,0)}.

e funcoes compostas de fungoes polinomiais, fungoes racionais, fungoes poténcia, fungao
exponencial e logaritmica e funcoes trignométricas;
As fungoes f(z,y) = In(x 4+ y) e g(z,y) = arctg(x + €¥) s@o continuas, respectiva-

mente em {(z,y) : z +y > 0} e em R?.

Tal como até aqui trabalharemos apenas com funcgoes construidas deste modo, ou seja,

com fungoes continuas.
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1.1. /DOMI/NIO, CURVA DE NIVEL E GRAFICO. SUPERFICIES
QUADRICAS. CONTINUIDADE

EXERCiCIOS 1

1. Determine o dominio das seguintes fungoes e represente-o geometricamente:

(a) fla,y) ==,

(b) f(z,y) =In (5) Yy
(c) fla,y) =2,

(d) fla,y) = 21

() fla,y) = aly —?).

() F(r.0) = b

2. Identifique os conjuntos de nivel e esboce o grafico das seguintes fungoes:

(a) flz,y)=3.
(b) flz.y) ==
(c) fla,y) =2
(d) f(z,y) = |z|.

(e) flz,y) =z, 9l
(f) flz,y) =2"+y°
(8) flz,y)=e "
3. Relativamente a cada uma das fungoes indicadas nas alineas (f) e (g) do exercicio
anterior:
(a) Defina a curva de nivel que passa no ponto (1,1).
(b) Diga, justificando, se o ponto (1,1, 1) pertence ao respectivo grafico.

(¢) Determine o respectivo contradominio.
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4. Defina analitica e geometricamente as curvas de nivel para as seguintes funcoes,

indicando em cada caso o respectivo dominio:

(a) flo,y) = \/Z

113'2

(b) fly) =

5. Identifique analitica e geometricamente os conjuntos de nivel das seguintes fungoes:

(@) f(z,y,2) =2 +1y*+ 2%
(b) f(z,y,2) = 2* +y*
(C) f(!lﬁ',y,Z):l'2+y2—Z.

6. Determine uma fungao para a qual:

(a) y =3z + 4 é uma curva de nivel.
(b) 2 —y =1 é uma curva de nivel.
(c) 22 —y =1 é uma superficie de nivel.

(d) 2% + y* = 4 é uma superficie de nivel.
7. Identifique as quadricas:

(a) 2 +y*+ 22 —6r+4y+12=0.
(b) z=+/25— (x — 2)2 — (y — 3)%

() z=3++/25—(z—2)2— (y — 3)2.

(d) z=a?+4y* + 7.
(e) 4o = y? + 22
(f) 2% + 4y* + 92* = 36.

(g) 2 + 4y* — 92% = 36.
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1.1. /DOMI/NIO, CURVA DE NIVEL E GRAFICO. SUPERFICIES
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(h) 92% — 16y + 42% = 64.
(i) 4o = y? — 222

(j) 4a* —y*+ 162> = 0.
(k) 42 —y* — 1622 = 0.
(1) 42% +y* = 4.

(m) 2? — y* = 25.

(n) a? +y? = 25.

(o) y* — 4z =0.

(p) 2y = 6.

8. Escreva a equacao de

(a) Cone cujo vértice é a origem e cuja intersecgao com o plano z = 1 é 2% +y* = 4.
(b) Esfera de centro (—2,1,0) e raio 2.

(c) Elipsoide de centro (0,0,1) e semi-eixos, 2, -1, 4.
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1.2 Derivadas parciais. Plano tangente.

E conhecida para funcoes de uma varidvel real, f: I € R — R, a definicdo de derivada?

num ponto a € I,

h—0 h

A existéncia de f’(a) equivale a existéncia da recta (nao vertical) tangente ao grafico de

f em (a, f(a)), sendo f’(a) o valor do seu declive?.

Nao menos importante que a interpretacgao geométrica da derivada é reconhecer que o
valor da derivada de f em a, f’(a), pode ser interpretado como a taza de variagao de f
em a

Para funcoes de mais do que uma varidvel comecamos por estudar como é que a fungao
varia relativamente a cada uma das variaveis, isto é, qual a variagao que a fungao sofre
se alterarmos uma das variaveis mantendo as outras constantes. Isto leva-nos a definicao

de derivada parcial.

d d
2 A derivada de uma funcdo y = f(z) denota-se por 3’ ou f'(x) ou a ou ainda por Y
x z
3Note que o vector director da recta tangente ao grafico de f em (a, f(a)) é 7= (1, f'(a)) e conse-

quentemente a respectiva equacao vectorial é

(z,9) = (a, f(a)) + A1, f'(a)).
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1.2. DERIVADAS PARCIAIS. PLANO TANGENTE.

Consideremos z = f(x,y). Se fixarmos, por exemplo, a varidvel y = b (b constante) obte-
mos uma fungao z = f(x,b) de apenas uma varidvel . Geometricamente isto corresponde

a seccionar a superficie z = f(z,y) pelo plano y = b.

(1,0, fz(a,b))

Z:f(be)

Plano y = b

A derivada de z = f(x,b) em x = a é

que é precisamente a derivada parcial de f em ordem a x no ponto (a,b), e que se denota

por %(a, b) ou por f!(a,b), isto é,

F(a,b) = lim 2R b;)l_ fla,b),

h—0

O valor de f7(a,b) é a taxa de variagao de f no ponto
(a,b) na direcgao do eixo dos zz.

O valor de f;(a,b) é o declive da recta do plano y = b,
tangente & curva z = f(z,b) em (a,b, f(a,b)). Em R3

essa recta tem vector director (1,0, f.(a,b)).
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CAPITULO 1. TOPICOS DE CALCULO DIFERENCIAL

Analogamente se define derivada parcial em ordem a varidvel y no ponto (a,b) que se
0
denota por a—f(a, b) ou por f,(a,b). Se fixarmos ¥ = a obtemos uma funcio z = f(a,y)
x
de apenas uma variavel y, cuja derivada em y = b é precisamente

a,b+h)— f(a,b
f;(a’b):illli%f(’ _'_2[ f(v)

z

Plano z = a

Z:f(xvy)

T

O valor de f;(a,b) é a taxa de variacao de f no ponto
(a,b) na direcgao do eixo dos yy.
O valor de f(a,b) é o declive da recta do plano x = a,

tangente & curva z = f(a,y) em (a,b, f(a,b)). Em R3

essa recta tem vector director (0,1, f;(a,b)).

Na maior parte dos casos, as derivadas parciais calculam-se recorrendo as regras de
derivagao conhecidas para fungdes de uma variavel, considerando a(s) outra(s) varidvel

(varidveis) constante(s).
EXEMPLO 13

Pretende-se calcular f;(1,2) e f,(1,2), para f(r,y) = 2%y + y3. Fixando y = 2 obtém-se

a fungao de uma variavel f(z,2) = 22% + 8. Portanto,

£(1,2) = (222 4 8) |41 = (47) o1 = 4.

xT
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1.2. DERIVADAS PARCIAIS. PLANO TANGENTE.

Analogamente, fixando x = 1 tem-se f(1,y) =y +v> e

F(12) = (+9") |y=2 = (1 +3¢%)]y=2 = 13.

De uma forma geral, se considerarmos uma das variaveis constante e derivarmos em ordem

a outra obtemos as funcoes

filxy) = @y+9°), =y, + (), = 22y + 0 = 2y,

folwy) = (@Py+y°), =2"(), + (v*), =" 1+ 3y* = 2" + 3y

Os valores f;(1,2) e f;(1,2) obtém-se substituindo  por 1 e y por 2.

ExeEmpPLO 14

x
Se f(x,y) = €™ + = as fungoes derivadas parciais de 12 ordem sao
Y

of _ _oay L

az(x>y) - fx(x>y)_ye +y>
of R
ay(x7y> - fy(x7y>_xe yg'

Obviamente f, e f, s6 se definem em pontos do

. o .. P
dominio de f, isto ¢, os dominios de f; e f; estao

contidos no dominio de f.

Plano tangente

O andlogo, para fungoes de duas variaveis, da recta tangente ao grafico de y = f(x), é o
plano tangente ao grifico de z = f(x,vy).
Geometricamente o plano tangente a uma superficie num ponto é o plano que “melhor”

aproxima a superficie perto desse ponto.
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z = fula,b)(z — a) + fy(a,b)(y — b) + f(a,b)

Enquanto que para uma funcao f de uma variavel a existéncia da recta tangente ao gréafico
de f em (a, f(a)) é equivalente a existéncia de f’(a), nao basta, para uma fungao f de duas
varidveis, a existéncia das derivadas parciais f;(a,b) e f,(a,b) para garantir a existéncia
de plano tangente ao gréfico de f em (a,b, f(a,b))

Caso exista o plano tangente ao grafico de z = f(x,y) em (a,b, f(a,b)) deverd conter as
rectas tangentes as curvas z = f(z,b) e z = f(a,y) no referido ponto, que como vimos
atras tém vectores directores (1,0, f;(a,b)) e (0,1, f;(a,b)), respectivamente. Assim o

referido plano tangente tera vector normal

= (1,0, f,(a,0)) x (0,1, f(a, b)) = (f(a,0), fy(a, ), ~1)

e uma equacao cartesiana do plano tangente ao grafico de f em (a,b, f(a,b)) é

(z —a,y = b,z — f(a,)) - (f2(a,b), fy(a,b), —1) = 0,

isto é,

z = fla,b) + fi(a,b)(x — a) + fy(a,b)(y = b).

Prova-se que para funcoes f que admitem derivadas parciais de 1* ordem continuas para
todos os pontos perto de um dado ponto (a,b), os respectivos gréficos admitem plano

tangente em (a, b, f(a,b)).
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EXEMPLO 15

As derivadas parciais da fungao z = 9 — 2* — ¢, fl. = =2z e f, = —2y sdo continuas em
R2.

Assim podemos escrever a equacao do plano tangente ao respectivo grafico em qualquer
ponto (a,b, f(a,b).

Considerando, por exemplo, o ponto (1,2, 4), tem-se

2= [(L2)(x - 1)+ f,(1,2)(y — 2) + f(1,2),

isto é,

z=-2x—-1)—4(y —2)+4.

Derivadas parciais de ordem superior

Uma vez que f; e f; sao duas novas fungoes de duas varidaveis podemos derivd-las par-
cialmente obtendo as derivadas parciais de 2¢ ordem para f e assim sucessivamente. A

notacao utilizada ¢é a seguinte.

Derivadas parciais: de 1 ordem de 2% ordem  de 3% ordem etc ...
f/// _o°f
3 = ac3
2 <
z2  Bx2
m _
3123y
f=9
z ox
f/// _ 63f
TYT T Jrdydx
"
j;y azay <::
fm _ 83f
dxdy?
f
f/// 83f
<::: yz2 — Bydz?
f// —
yzx ayaz

fm _ 63f
Yyry T 9ydzdy

f/// _ 83f
y2z — 9yZoz
oy <
y2 T 9y?

fm _ 63f

y3 =

oy3

ExXEMPLO 16
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Vamos determinar as derivadas parciais de 2% ordem para f(z,y) = xIny. Comecemos

por notar que Dy = {(x,y) : y > 0}. Tem-se para todo (z,y) € Dy,

f;’z =0
fo=logy
1
f;’y - g
f=zlogy
1
fz;/ac = v
fy=1
fp=—%

ExXEmMPLO 17
Vamos determinar as derivadas parciais de 2¢ ordem para f(z,y, 2) = x?y? cos z. Come-

cemos por notar que D; = R3. Tem-se para todo (x,y, 2) € R3,
fls = 2y* cos 2
£ =2zy*cosz fay = 4daycos z

[ = —2zy%sin z

fow = dzycosz

f=az%*?cosz fy =2z%ycosz foe = 222 cos z
fil. = —22”ysinz
[ = —2zy%sinz
fl = —2%y’sinz f, = —22ysinz
flo = —2®y* cos 2
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Podemos constatar nos exemplos anteriores que se tem para as 2% derivadas parciais

“mistas”,
" " " " " "
fwy:fy(ﬂ? f.fEZ :fzfﬂ? .fyz :fzy7

isto é, que a ordem pela qual se calculam as derivadas parciais de ordem superior nao
é relevante. Embora esta propriedade nao se verifique para funcoes arbitréarias, é vélida

para as fungoes com derivadas parciais de 2* ordem continuas.

Matriz Jacobiana e gradiente. Matriz Hessiana

Definicao 4 Chamamos matriz Jacobiana de f em (a,b) & matriz linha das derivadas

parciais de f em (a,b), ou seja,

‘]f(a> b) = [fg/n(aa b) fg:(a> b)}1><2'

Chamamos gradiente de f em (a,b) e representa-se por grad f(a, b) ou V f(a, b), ao vector

das suas derivadas parciais de f em (a,b),

"(a,b
grad fla,h) = | = | (a0, £0n).
fifa.t)

Note que grad f(a,b) coresponde & matriz transposta da matriz Jacobiana J¢(a,b), i.e.,
grad f(a,b) = Js(a,b)".

ExXEMPLO 18

Consideremos a fungao f : R* — R, definida por f(z,y) = 22 e3Y. Tem-se

Je(z,y) = [23:639 31’263y],

2x ey

grad f(z,y) = (2:)3639, 3:L'263y) =
3a?edv
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ExEMPLO 19

Seja f(z,y,2) = —wy® Tem-se

']f(xuyuz) = [_y2 —2l’y 0]7
gradf(x,y,z) = (_y27 —2.§L’y, 0) = —21'y
0

Definicao 5 Chamamos matriz Hessiana de f em (a,b) e denota-se por Hy(a,b) a matriz

das derivadas parciais de 2¢ ordem de f em (a,b),

i (a” b) " (a’ b)

2 Yy
we(a,b)  fl2(ab)
ExEMPLO 20

Consideremos a fun¢ao f(x,y) = xlny do exemplo 16. A matriz Hessiana de f em (3,4)

6,

1 1

R _ | s
f(>)_ 1 " - 1 3
v W leey L1 T

ExempLO 21

Consideremos a fungao f(z,y,2) = #?y?cos z do exemplo 17. A matriz Hessiana de f 6,

" " " 2 2 &
22 Jay Jaz 2y“ cos z drycosz  —2xy°sin z
Hp(z,y,2) = v Ty Ty | = 4xy cos z 202cosz  —2x%ysin z
" " " 2 & 2 : 2,2
2w ey T2 —2xy“sinz —2x%ysinz —x°y cosz

EXERCiCIOS 2

1. Determine as derivadas parciais de 1% ordem das seguintes fungoes:

(a) f(z,y) =2y — 2w y? + 2.
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(b) flz,y) =22/22 + > + 1.
(¢) f(x,y) =a®+ cos(z + 3y).
(d) flz,y) = eV/oHrs,

(€) flz,y) =e™ cos(a® +y?)
(f) f(z,y) =In(p)

(2) flz,y,2) = 2z —y+ 2)e* ¥

. Considere a funcao f(z,y) = o

Calcule %(1,2) e 2—5(1,2).

. Seja f: R? — R tal que f(z,0) = 22 paratodo oz € Re f(1,y) =y + e ¥ para
todo o y € R.

Calcule %(1,0) e %(1,0).
. Indique uma equagao do plano tangente ao grafico de:

r—Y
(a) flz,y) = 2rgar1 ™ (1,3, f(1,3)).

(b) f(z,y) =2° — 2y + €’ em (—1,0,0).

(c) flz,y) =sin(3z + ye) em (0,0, £(0,0)).

. Calcule as derivadas parciais até a 22 ordem e indique as matrizes Jacobiana e

Hessiana de:

(a) fz,y) =z

(b) f(z,y) =2>+ylha

(c) flw,y,2) =In(z +y? + 2%).

(d) f(wy) = ll(z,y)]| em R*\ {(0,0)}.

(e) flz,y) = ||(z,y)ll em em R*\ {(0,0)}.
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1.3 Derivadas direccionais e gradiente

Vamos agora generalizar a nocao de derivada parcial definindo a derivada direccional de
f em (a,b) segundo o vector 4 = (uy,us), ||@|| = 1, como

f1(a,b) = lim f((a;b) + Mur, up)) = f(a,b) _ o flat dur,b+ dus) — f(a,b)

A—0 A A—0 A

fe(a,b) representa a taxa de variacao de f em (a,b)

na direccao e sentido do vector .

z = f(a+ Au1,b+ Auz)

Se nao exigirmos que |@|| = 1, a derivada direc-
cional nao fica definida de maneira tinica (vai depender
também da norma de %) e ndo podemos interpreté-la
como a taxa de variacao da funcao na direccao do vec-

tor u.

As derivadas parciais sdo casos particulares das

derivadas direccionais:

f:;(CL?b) = f(/l,O)(aﬂb)
f;(a,b) = f(/O,l)(avb)'
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No célculo da derivada direccional de fungoes com derivadas parciais continuas o gradiente

¢é de grande utilidade uma vez que

fila,b) = grad f(a,b) - @ = fi(a,b)us + fy(a,b)uz, Vi = (ur,u2) : |l =1.

ExXEMPLO 22

Se f(z,y) =2 +yei = (72,72»

Com o conhecimento das derivadas direccionais ficamos a saber a taxa de variacao da
funcao na direccao e sentido do vector em que sao calculadas. E natural questionar qual
o vector segundo o qual a taxa de variacao € maxrima, minima e nula.

As respostas a estas questoes sao facilmente dadas uma vez que
fi(a,b) = grad f(a,b) - @ = ||grad f(a,b)| ]| cos(6),
onde 6 é o angulo formado pelos vectores gradf(a,b) e .

grad f(a,b)

Supondo que grad f(a, b) # 0 e atendendo ao facto que o co-seno de um angulo varia entre

—1leleque | =1, obtemos

—llgrad f(a,b)|| < fi(a,b) < ||grad f(a,b)].
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Em particular, quando cos(f) = 1, isto é, quando grad f(a, b) e @ tiverem a mesma direccao
e sentido, o valor de fL(a,b) é maximo de valor igual a |[grad f(a,b)||.

Analogamente, quando cos(f) = —1, isto é, quando grad f(a,b) e @ tiverem a mesma
direccao e sentidos opostos, o valor de f(a,b) é minimo de valor igual a —||grad f(a,b)||.
A taxa de variagao fL(a,b) serd nula quando grad f(a,b) e @ forem perpendiculares entre

Si.

Resumindo:

Se grad f(a,b) # 0,

1. grad f(a,b) aponta no sentido de crescimento maximo da
fungao em (a,b). O valor maximo da derivada direccional

de f em (a,b) é ||grad f(a,b)||.

2. —grad f(a, b) aponta no sentido de decrescimento méximo da
fungao. O valor minimo da derivada direccional de f em (a, b)

¢ —llgrad f(a, b)]|

3. O grad f(a,b) é perpendicular a direccao de variacao nula de

f em (a,b).

EXEMPLO 23

Consideremos a funcao f(z,y) = 22 + y2.

A taxa de variagao de f no ponto (3,4), f.(3,4), é dada por
fa(3,4) = grad f(3,4)-a |l =1,

= (25(3, Qy)(3’4) . (ul, UQ> = 6U1 + 8U2.

A taxa de variacao de f em (3,4) é maxima, de valor 10 = ||grad f(3,4)||, para

7 grad f(3,4) _ (6,8) :<§ %)
lgrad f(3,4)[  [[(6,8)] 55)°
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A taxa de variagao de f em (3,4) é minima, de valor —10 = —||grad f(3,4)||, para
. grad f(3,4) (3 4)
U=—"—" == .
lgrad f(3,4)]] 55

A taxa de variacao de f em (3,4) é nula, para 4 = (u1,us) tal que

ld]| =1, - uf +uj =1,
u L grad f(3,4), 6u; + 8uy = 0,
N ui + gui =1
Ug = —%ul
N Uy = :f:%

Temos portanto fEé 9y = Oe f{_é 2) = 0.

575 5°5

grad f(3,4) = (6, 8)

Vejamos agora a relagao entre o gradiente de uma funcao e as respectivas curvas de nivel.
Nas curvas de nivel a variagao de uma funcao f é nula. Assim a direc¢do para a qual a
taxa de variacao de f em (a,b) é nula é a direcgao do vector director # da recta tangente

a curva de nivel de f que contém (a,b). Como vimos atrés,

fe(a,b) =0 & u L grad f(a,b).
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Assim:

O grad f(a,b) é perpendicular em (a,b) a curva de nivel de f,

C't(a,p), qQue passa em (a,b)®

Y

/grad Flab) - (@—a,y—b) =0

N

grad f(a,b)

~ xT
N
\\\/ N
Cab

“Um vector diz-se perpendicular a uma curva num ponto P se for

perpendicular a recta tangente a essa curva em P

Este facto permite-nos escrever a equacao da recta tangente a uma curva definida como

curva de nivel de uma funcao z = f(z,y).

Equagao da recta tangente a curva de nivel Cy (45 no ponto (a,b):

grad f(a,b)-(x—a,y—b) =0 < fi(a,b)(x—a)+ fy(a,b)(y—b) = 0.

ExEMPLO 24

Pretende-se determinar a recta tangente, no ponto (1,2), a curva
%y +y* = 10.
ou seja, a curva de nivel 10 da fungao
fla,y) =2’y +y°.

Tem-se

grad f<17 2) = (21’y, a? + 3y2)(1,2) = (47 13)
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A equacao da recta tangente vem:

(4,13) - (x —1,y—2)=0 <= 4z + 13y =230.

Podemos estabelecer um resultado analogo que relaciona o gradiente de uma funcao de

trés variaveis w = f(x,y, z) e as respectivas superficies de nivel:

C'f(a,b,c)> que contém o ponto (a, b, c)?.

z

grad f(a, b, )

x

pendicular ao plano tangente a superficie em P

grad f(a,b,c) é perpendicular em (a,b,c) a superficie de nivel de f,

df(a7b7c)»(m—a7y—b7z—c)—0

“Um vector diz-se perpendicular a uma superficie num ponto P se for per-

Podemos agora escrever a equacgao do plano tangente a uma superficie definida como

superficie de nivel de uma funcao de 3 variaveis.
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Equagao do plano tangente a superficie de nivel Cy (44, no ponto (a, b, c):

grad f(a,b,¢) - (z —a,y —b,z—¢) =0
i
fa/c(a7 b, C)(x - a’) +fg//(a7 b7c)(y - b) +fz/'(a7 b7c)(2 - C) =0

EXEMPLO 25
Pretende-se determinar uma equacao do plano tangente a esfera de equacao 22 +y*+22 = 3
no ponto (1,1,1). A superficie dada é a superficie de nivel 3 da fungao f(z,y,2) =

22 4+ y? + 2. Tem-se
grad f(1,1,1) = (22, 2y,22)a,1,1) = (2,2,2)
e a equacao do referido plano tangente é
(2,2,2)- (z—1lLy—1,2—1)=0
isto é,
r+y+z=23.

EXEMPLO 26

Pretende-se determinar o plano tangente ao paraboléide de equacao z = x2 4+ 2, no ponto
(1,2,5).

Neste caso, a superficie estd definida como grafico da funcao de 2 variaveis z = g(x,y),

onde g(z,y) = 22 + y? é uma fungao diferencidvel em R% A equagao do plano tangente é

2=g(1,2)+g,(1,2)(x = 1)+ g,(1,2)(y —2) < z=5+2(x—1)+4(y—2)

— 2r+4+4y—z=>5.
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Alternativamente, podemos escrever
z=24+yF = 2P+ -2=0

e considerar a superficie como superficie de nivel zero da fungao de 3 variaveis f(z,y, z) =

22 + y? — 2. Com esta abordagem, a equacao do plano tangente vem:

grad f(1,2,5)- (x =1,y —=2,2=5) =0 <= (22,2y,—1)a2s5 (z—1,y—2,2—-5)=0
— (2,4,-1)-(z—1,y—2,2—15)
= 2r+4+4y—z=>5.

No quadro que segue sistematizam-se os diferentes métodos para determinar equacoes de

rectas tangentes a curvas e de planos tangentes a superficies para as varias formas de

descrever tais curvas e superficies.
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R2

RS

1) Graficode f: DCR —R

Y
Recta tangcTc
y = f(=)
f(a)

C - x
U
R Recta tangente:
v | ¥= 1@+ o) -a
A | 2) Curva de nivel de f: D C R? = R
S ecta tangente
(grad £)(ap)) T
f(J» y) =k
Recta tangente:
gradf(aab) . (x_avy_b) =0
1) Graficode f: D CR?> - R
Plano Tanente em (a, b, f(a,b))
S
Graficode /[ 10 Ty N M
U 2= f(z,v)
P .
E
R Plano tangente:
F z—f(a,b):f;(a,b)(:v—a)—|—f7;(a,b)(y—b)
i 2) Superficie de nivel de f: D C R? — R
C (grad f)(ab,c)
I
E
S xT

Plano tangente:

grad f(a,b,¢) - (x —a,y—b,z—¢) =0
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ExERcicios 3

1. Seja f(z,y) =4 — 2% — y>

(a) Calcule f.(1,1) para os vectores @ = (1,0) e @ = (72,

[

(b) Mostre que f%(0,0) = 0 qualquer que seja v € R?, ||u]| = 1.

(c) Escreva a equagao da recta tangente a curva de nivel 3 de f em (0, 1).
2. Considere f(z,y) = 2%y + y’z.

(a) Qual a taxa de variagao instantanea de f no ponto (1, 1) na direccao do eixo

dos zx?

(b) Qual a taxa de variacao instantanea de f no ponto (1,1) segundo a direccao

do vector (1/\/5, 1/\/5)?
(c) Determine a direcgao para a qual a derivada direccional de f em (1, 1) é nula.

(d) Em que direccao se deve deslocar a partir do ponto (1,1) para obter a maior

taxa de variacao instantanea de f7

3. As afirmacoes seguintes sao verdadeiras ou falsas? Justifique convenientemente a

resposta.

(a) f.(a,b) é um escalar para v € R?, ||v|| = 1.
(b) Existe uma direccio v € R?, com ||v|| = 1, tal que f,(a,b) = 0.

(c) Existe um ponto (a,b) € R?, tal que
lgrad f(a,b)[| =4,  fg(a,b) =5
(d) Existe v € R? com ||v|| = 1 tal que f,(a,b) = ||grad f(a,b)].

4. Determine a equacao da recta tangente as curvas seguintes, nos pontos indicados:
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(a) 22+’ =4 , Py=(v2,V2).

(b) 22 +ay+y =7 , BPy=(1,2).

5. Determine uma equacao do plano tangente as superficies seguintes, nos pontos F

indicados:

(a) 22 +y?+22=3 |, Py=(1,1,1).
(b) 22— 22=0 , Py=(2,4,2).

2 2
— — ’ 3 ,—1,0).
(c) z=3—-2z"—y Py=(1,-1,0)

6. Determine os pontos da superficie xy +yz + 22 — x — 22 = 0 onde o plano tangente

¢é paralelo ao plano X0Y'.

7. Determine um vector unitario perpendicular a superficie
22° 4wz =1

no ponto Py = (1,2, —1) e a equacao do plano tangente a superficie referida, no

ponto F,.

8. Seja f(x,y,2z) = zy + yz + zx. Escreva a equacao da superficie de nivel de f que
contém o ponto Py = (1,1,0) e determine a equagao do plano tangente a esta

superficie em F.
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1.4 Extremos livres

Uma das aplicagoes do calculo diferencial é a determinacao de extremos de uma funcao.

Comecemos por definir extremo (local) de uma funcao de duas varidveis.

Definigao 6 Uma funcdo z = f(z,y) tem um mdzimo [minimo| (local) no ponto (a,b)

se para pontos proximos de (a, b) se tem f(z,y) < f(a,b) [resp. f(x,y) > f(a,b)].

Para fungoes derivaveis de uma variavel sabe-se que

Se f tem um extremo em a entdo f'(a) =0

Por outras palavras, se f tem um extremo, o respectivo grafico tem nesse ponto uma recta

tangente horizontal.

Y Y
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Este facto permite-nos reduzir os pontos candidatos a pontos onde ocorrem extremos aos
pontos criticos de f.
Se f admite 2 derivada, é a 2% derivada que se recorre para decidir se um dado ponto

critico a é um ponto onde ocorre um extremo ou um ponto de inflexao:
— Se f"(a) > 0 entao f(a) é um minimo;
— Se f"(a) < 0 entao f(a) é um maximo;
— Se f"(a) = 0 nada se pode concluir e temos que recorrer a definigao de extremo.

A procura de extremos para fungoes de duas variaveis com 2%° derivadas parciais continuas
faz-se de forma analoga.
Comecemos por notar que se z = f(z,y) tem um extremo em (a,b) entao as fungoes de
uma s6 variavel f(z,b) e f(a,y) também terdo um extremo respectivamente em = = a e
y = b. Assim,

[f@b)] loma=0 e [fla,y)] |y= =0
Como vimos em 1.2 as derivadas referidas sao precisamente as derivadas parciais de f e

portanto

Se f tem um extremo em (a,b) entao

fi(a,b) =0
grad f(a,0) = (0,0) <«
fya,b) =0
o que significa que o plano tangente ao grafico de f em (a,b) é horizontal.
(a,b, f(a,b))
z = f(a,b) /
5N o 4 ‘\\
W‘W&%«“ﬂ“\
/ %, RS \

SSSSS e
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Definicao 7 Um ponto (a,b) diz-se um ponto critico (ou de estacionaridade) de f se

grad f(a,b) = 0.

E entre os pontos criticos que devemos procurar os extremos de uma fungao de duas
variaveis.

EXEMPLO 27 Considerando f(x,y) = 22 + y* + 4 é facil ver que (0,0) é o tinico ponto
critico de f. De facto,

fi=2r=0 x=0
fo=2y=0 y=0

Além disso,

flz,y) — £0,0) =2 +y* +4—4=2>+y*> > 0, Y (z,y) # (0,0).
Conclui-se entao que (0,0) é um ponto onde ocorre um minimo de f.
Nem todos os pontos criticos sao extremos.

EXEMPLO 28 Seja f(z,y) = 2% — y*. Tem-se

fr=2rx=0 =0
e consequentemente (0,0) é o tinico ponto critico de f.
Para analisar o sinal de f(z,y)— f(0,0) comecamos por considerar pontos da forma (x,0)
(pontos que estao no eixo dos zz) e da forma (0,y) (pontos que estao no eixo dos yy).

Assim

vV
o
<C
8

f(SL’,O)—f(O,O):$2
F0.y) = f(0,0)=—y* < 0 vy,

o que basta para concluir que f(z,y) — f(0,0) ndo mantém o sinal constante perto de

(0,0) e portanto que em (0,0) nao ocorre um extremo de f.
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Definicao 8 Um ponto critico de f onde nao ocorre um extremo diz-se um ponto de sela.

Para determinar a natureza de um ponto critico, isto é, para saber se um ponto critico
é um ponto onde ocorre um extremo (e nesse caso se o extremo é um minimo ou um
m&ximo) ou se é um ponto de sela, vamos recorrer a um teste em que a matriz Hessiana
de f vai desempenhar um papel analogo ao papel desempenhado pela 2¢ derivada de f

para fungoes de uma variavel.

Critério da matriz Hessiana para a classificacao de extremos

Seja f uma fungao com derivadas parciais de 2% ordem continuas e (a, b) um ponto critico

de f. Entao:
1. Se det Hy¢(a,b) > 0 entao f(a,b) é um extremo:

— maéximo, se f(a,b) <0;

— minimo, se f(a,b) > 0.
2. Se det H¢(a,b) < 0 entao (a,b) é um ponto de sela.

3. Se det Hs(a,b) = 0 o critério nao é conclusivo e é necessario recorrer a definigao de

extremo.
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EXEMPLO 29 Consideremos f(z,y) = 423 + 4xy — y* — 4x. Comecemos por determinar

os pontos criticos de f. Ora,

fl=1222+4y—4=0 322 +y—1=0
<~
fy=4r—2y=0 2=y
3224+ 2r—1=0
=
20 =y
r=—1 r=1
& \/ X
_ _ 2
y=-2 y=3
o - 12 . . | 24z 4
Os pontos criticos de f sao (—1,—2) e 33 ) A matriz Hessiana de f é
4 =2
—24 4
Para o ponto (—1,—2) tem-se Hs(—1,—-2) = ,det Hp(—1,-2) =32>0¢e¢
4 =2
",(—1,-2) <0, e portanto f(—1,—2) =4 é um maximo de f que ocorre em (—1,—2).
1 2 1 2 8 4
Para o ponto <§,§) tem-se Hy <§,§) = L o e det Hy (%,%) = 32 < 0e

portanto (%, %) é um ponto de sela.

EXEMPLO 30 Seja f(z,y) = (z — 1)e"™. Comecemos por determinar os pontos criticos

de f. Ora,

I x . Ty _
fo=e+ (@ —1ye” =0 V(1 42y —y) =0

<~
r_ o Ty _
fy_(x 1):6&,./_0 r=0Vzr=1
#0
—1 l+y—y=0
N Yy \/ y—y
x=0 r=1
Imp(;gsivel

Portanto (0, 1) é ponto critico de f. Tem-se

ye™ +ye™ + (x — D)y*e™  ze™ + (v — 1)e™ + z(z — 1)ye™?

Hy =
ze™ + (x — 1)e™(z — 1)ye™ (x — 1)a?e™

ISA/UTL - Matemdtica e Informdtica — 2007/08 50



CAPITULO 1. TOPICOS DE CALCULO DIFERENCIAL

1
Logo, Hs(0,1) = , det H¢(0,1) = —1 e portanto (0,1) é um ponto de sela.
-1 0

ExXEMPLO 31 Consideremos por tltimo f(z,y) = 2z* + y* — 42%y. Resolvendo o sistema

fiz,y) =0 823 — 8xy =0
=
folz,y) =0 43 — 422 =0

8x(z? —y)=0

3
———
S
I
(@]
<
Co
8
no
o

y=20 Tt =x
xr=0 =22

& \/ Y
y = 2?2(1—2)(1+2%) =0
x=0 = 22

& \/ Y
y=10 r=0Vazrx=1V rx=-1
x =0 y=1 y=1

© V V

obtemos os pontos criticos de f, (0,0), (1,1) e (—1,1). Para investigar a natureza destes

pontos criticos vamos calcular a matriz Hessiana de f

24x% — 8y —8x
—8x 12y

Hp(z,y) =

Entao
16 -8 9 "

H¢(1,1) = . det Hp(1,1) =16 x 12 -8 =128 >0, fi2(1,1)=16 >0,
-8 12

e portanto f(1,1) é um minimo de f.
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Para o ponto (—1,1) tem-se

16 8
Hp(—1,1) = . det Hy(—1,1) =128, f%(—1,1) =16
8 12

e portanto f(—1,1) é também um minimo local.

Finalmente,

00
Hf(0,0) = s det Hf(0,0) =0.
0 0

Neste caso temos que estudar o sinal de
f(z,y) — £(0,0) = 22" + y* — 42?y.
Considerando pontos da recta y = 0,
f(z,0) = £(0,0) = 22* > 0.
Considerando pontos da recta y = x, tem-se

flz,2) — f(0,0) =32* —4a®* =2 - 2° - (30 —4)

~~ ——
=Y perto de (0, 0)

Daqui resulta que o sinal de f(z,y) — f(0,0) ndo é constante em pontos perto de (0,0).

Logo (0,0) é um ponto de sela de f.

O estudo dos extremos de uma fungao de 3 varidaveis com 2% derivadas parciais continuas

faz-se de forma andaloga.
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Considerando w = f(z,y, z) comega-se por determinar os pontos criticos de f resolvendo

0 sistema
fr=0
fy=0
fi=0

Para determinar a natureza dos pontos criticos recorre-se a um critério que envolve a
matriz Hessiana de f, de que o critério estabelecido anteriormente para funcgoes de duas
variaveis é um caso particular.

Antes de estabelecermos esse critério necessitamos de fixar alguma notagao.

Dada uma matriz quadrada de ordem 3,

11 a2 13
A= Qg1 Q22 Q23 | >
a31 32 as3

denotamos por

11 a2 13

air a2
dy = detfay] = a1, dy = det , dy=detA=det | ay asn as

a1 Qa22
a31 32 as3

Critério da matriz Hessiana para a classificacao de extremos

Seja f uma funcao com derivadas parciais de 2* ordem continuas e (a,b,¢) um ponto

critico de f. Entao:
1. Se det H¢(a,b,c) #0 e
- se dq, dg, d3 > 0 entao f(a,b,c) é um minimo de f;
-sed; <0, dy >0, d3 <0 entao f(a,b,c) é um maximo de f;
- Em qualquer outro caso, (a,b,c) é um ponto sela.

2. Se det Hy(a,b,c) = 0 o critério ndo é conclusivo e é necessario recorrer a defini¢ao

de extremo.
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EXEMPLO 32 Seja f(z,y,2) = 2 + xy* + 2* + y? + 322, Resolvendo o sistema

.
fl=3"+y>+2x =0 322 +y* + 22 =0
[y =21y +2y=0 & Q ylz+1)=0
fl=62=0 | 2=0
(
322 +2x =0 y? = —1
= y=20 \/ r=—1
\z:O z2=0
—— —
Impossivel
( 2
z=0 r=—3
z = z2=0

\

2
obtemos os pontos criticos (0,0,0) e (—g, 0, O).

Tem-se
6z+2 2y O

Hy(z,y,2)= | 2y 2242 0
0 0 6
Para (0,0,0) tem-se
200
H¢0,0,0)=10 2 0 |,
0 0 6

d1 = 2, d2 = 4, d3 = det Hf(0,0,0) =24

e portanto f(0,0,0) é um minimo de f.
2
Para (—5,0,0) tem-se

-2 0 0
Hf <_ 7070) = 0 % 0 )
0 0 6
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4 2
d1:—2, d2:_§’ d3:detHf <—§,0,0) = —38

e (—— 0, O) é um ponto de sela.

EXERCiCIOS 4

1. Determine os pontos criticos das seguintes fungoes e estude a sua natureza:

(v,y) = 2* +y* — day.

f

flx,y) = 2* +y* + 8x2y? + 1223
flay)=(@-1)@B-2)y’ —y.
f

(e) f(wy) =o' +y' = (z—y)"
2. Considere f:R?* — R, definida por f(z,y) = 2* + ay?, com —1 < a < 1.

(a) Analise, para os diferentes valores de a, a existéncia de extremos locais da
funcao f.

(b) Interprete geometricamente o problema.
3. Seja f(z,y) = 2? + kxy + y?, em que k é uma constante.

(a) Mostre que f admite um ponto critico em (0,0) independente do valor de k.

(b) Para que valores de k o ponto (0,0) é um ponto de sela? Justifique a resposta.
4. Calcule, justificando convenientemente, os valores de a, b e ¢ para que
flz,y) =a— (2* +bx +y* + cy)
tenha um maximo de valor 15 no ponto (—2,1).

5. Prove que (1,1, 1) é um ponto critico de f(x,y, z) = 2* +y*+ 2* — 4xyz e determine

a sua natureza.
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1.5 Extremos condicionados

No ponto anterior apresentou-se a teoria relativa aos extremos locais de uma funcao
z = f(z,y) de 2 varidveis independentes.

Frequentemente encontramos problemas onde é necessario determinar os extremos de uma
funcao z = f(x,y), em que as variaveis estao ligadas por uma condicao que se traduz numa
restricao ao dominio da funcao. Por exemplo, a condicao 2% + y? = 1 restringe o dominio
de uma funcdo f(x,y) aos pontos da circunferéncia de raio 1 e centro na origem. O

significado geométrico deste problema estd ilustrado na seguinte figura:

O cilindro 22 4+ y? = 1 intersecta o grafico de
z = f(x,y) segundo uma curva C. O prob-
lema de maximizar (ou minimizar) f(x,y)

sujeita a restricao 22 +y* = 1 resume-se a de-

terminar o(s) ponto(s) de C onde z é maximo

(minimo).

maximos locais restritos

De uma forma geral, pretendemos maximizar (ou minimizar) localmente uma funcao
f(x,y) sujeita a restrigao g(z,y) = 0. No exemplo anterior, tinha-se g(z,y) = 22 +y? — 1.

A notagao usual para traduzir esta questao é

max (min)  f(x,y)

sa.  g(z,y)=0.

Chama-se a este tipo de problema um problema de extremos condicionados, ou com

restricoes.

EXEMPLO 33 Pretendemos determinar as dimensoes do rectangulo de area maxima in-

scrito numa semi-circunferéncia de raio 1.
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Neste caso, a fungao a maximizar é f(z,y) = 2zy,

definida apenas para x > 0 e y > 0, atendendo ao

significado de x e y, ilustrado na figura. Formu- 1
lando o problema enquanto problema de extremos L
condicionados, pretendemos 1 Y
S
max  f(z,y) = 2xy

s.a. 2?4y -1 =0
Podemos utilizar a restricao para escrever a funcao como fungao de uma sé variavel.

Tem-se:

y = V1-—a?

flz,V1—2%) = 22vV1—2a%, x€]0,1]

Este é agora um problema de optimizacao livre, para uma funcao de uma so variavel, que
vamos designar por F(z) = 2zv1 — 2.

Determinando os pontos criticos de F',

2 — 4x? 1

Fl(z) = 0, 2€)0,1] & —x =0 <— 1 = +—

) 0 - NG
Conclui-se que x = @ ¢ o tnico ponto critico de F. Calculando F” (%) = -8 < 0,
conclui-se que x = g é um ponto de maximo. Portanto, o rectangulo de area maxima

tem lados de comprimento

e o valor maximo de f é 1.

Frequentemente, o método de resolucao que seguimos é, na pratica, impossivel de aplicar,
pois nem sempre conseguimos, a partir da restricao dada, explicitar uma das varidveis em

fungao da(s) restante(s).

ISA/UTL — Matemdtica e Informatica — 2007/08 o7



1.5. EXTREMOS CONDICIONADOS

Vamos encontrar um método de resolugao alternativo para os problemas de extremos

condicionados, com o auxilio das propriedades geométricas do gradiente.

Retomemos o problema geral

max (min)  f(x,y)

sa. g(z,y) =

Na figura estao representados a curva de nivel zero de
uma fungao, g, g(z,y) = 0 e varias curvas de nivel de
uma funcao f, f(x,y) = ¢ . Uma vez que o dominio
de f estd restringido aos pontos da curva g(z,y) =
0, apenas nos pontos de interseccao das curvas de
nivel de f com g(x,y) = 0, f toma valores. Para
determinar o valor maximo de f(x,y) sobre a curva
g(x,y) = 0, procuramos o maior valor de ¢, tal que
f(x,y) = c intersecte g(z,y) = 0. No ponto (a,b)
onde tal sucede, as duas curvas vao admitir a mesma

recta tangente (indicada a tracejado na figura).

Como sabemos, os vectores grad f(a,b) e grad g(a,b) sdo perpendiculares as curvas de

nivel de f e g que passam no ponto (a,b), e portanto sdo perpendiculares a tangente

comum as duas curvas nesse ponto. Resulta que grad f(a,b) e grad g(a, b) sdo colineares,

isto é,

dXxeR :

grad f(a,b) = X grad g(a, b).

Tem-se entao a seguinte condigao necessaria a existéncia de um extremo condicionado.
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Se (a,b) é uma solu¢do do problema de extremos (locais)

condicionados

max (min)  f(x,y)

sa. g(r,y) =

e grad g(a,b) # 0, entao:

FXxeR : grad f(a,b) = X gradg(a,b).

Este resultado pode ser reformulado de forma equivalente se definirmos a funcao auxiliar

de 3 variaveis

L(z,y, A) = f(z,y) =X g(z,y).
Esta funcao auxiliar L chama-se funcao Lagrangeana do problema e a variavel A diz-se
um multiplicador de Lagrange.

E fécil verificar que o sistema de equacoes que define os pontos criticos de L, isto é,

4

oL __  Of 99 _
% = o 2o = 0
oL __  Of dg
% = oy gy = 0
oL

| 5 = —gl@y) =0

corresponde ao sistema

grad f(z,y) = X gradg(z,y)

glz,y) = 0.
Os extremos condicionados de f sao determinados a partir das solugoes deste sistema.
Em conclusao, para determinar todos os possiveis extremos condicionados de f(x,y) su-
jeita a restricao g(z,y) = 0, podemos recorrer ao método dos multiplicadores de Lagrange,

que consiste em:
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1. construir a fungao L(x,y, \) = f(z,y) — X g(x,y);
2. determinar os pontos criticos de L.

Observemos que este método apenas permite localizar potenciais extremos locais condi-
cionados de f. Para determinar a natureza deste pontos (maximos, minimos ou outro
caso) existe um critério baseado nas derivadas de segunda ordem de L. No entanto, em
muitos problemas é possivel identificar a natureza dos pontos criticos utilizando argumen-

tos decorrentes da natureza do problema.
EXEMPLO 34 Pretende-se determinar

max (min)  f(z,y) = 22y
sa.  glr,y) = 2?* +y*—1 = 0.
Uma vez que grad g(z,y) = (22, 2y) nao se anula em pontos da circunferéncia x> +y? = 1,

vamos utilizar o método dos multiplicadores de Lagrange, definindo a funcao Lagrangeana

associada a este problema:
L(z,y,\) = 22y — Ma? +9* —1).

Os pontos criticos desta funcao sao as solugoes do sistema:

4

9 = 2y-2 = 0
oL  _ _
\ G = —(®+y*—1) = 0
que sao
y =\ y = Ny
x = \y — x = \y
>+ = 1 4y = 1
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A primeira equacao admite solucoes y = 0 ou A\ = 1. Mas a primeira destas solucoes
obriga a que também x = 0, o que torna a tltima equacao impossivel. Partindo das outras

possiveis solugoes para a primeira equacao, tem-se:

Ao=1 A= —1
r =y Vv ro= -y
292 = 1 292 = 1

A 1ltima equagao, comum aos dois sistemas, admite solugoes y = :I:%, pelo que existem

quatro pontos criticos da funcao Lagrangeana que, escrevendo apenas as respectivas co-

ordenadas x e y, sao: <%, %), <—%, —%) (correspondentes a A = 1) e <—%, %),

<%7 —%> (correspondentes a A = —1).

Para decidir da natureza destes pontos, in-

terpretemos geometricamente o problema.

As curvas de nivel de f sao as hipérboles
2ry = c, representadas na figura. Quanto
mais distantes estiverem estas hipérboles da

origem, maior serd o valor absoluto de c.

maximo e que (—\%,%) e (%,—%) sao

x pontos de minimo.

EXEMPLO 35 Pretende-se determinar os pontos da curva y? = 4z que estao a distancia
minima do ponto (1,0).

Minimizar a distancia ou o seu quadrado sao problemas equivalentes e por conveniéncia
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de célculos consideramos o problema de identificar os extremos do quadrado da distancia

max (min)  f(z,y) = (z —1)* + 4>

sa.  g(r,y) = 4o —9y* = 0.
Uma vez que grad g(z, y) = (4, —2y) # 0 vamos construir a funcio Lagrangeana,
L([L’,y,)\) - ($—1)2+y2—)\(4$—y2)

e calcular os respectivos pontos criticos:

( 4

O =2(x—1)— 41 =0 r—1=2\
2—5:2y—|—2)\y:0 < y(1+X) =0
\g—fz—(ﬁlz—yQ):O \4z—y2:0
( (
:—% r=—1

=0 \—4:y2
—————

Impossivel

O tnico ponto critico encontrado é (0,0) que corresponde ao ponto de 4z —y? & distancia

minima de (1,0).

O método dos multiplicadores de Lagrange pode facilmente ser estendido ao caso de mais
variaveis.
Vejamos um problema de extremos de uma fungao de trés variaveis, com uma restrigao

associada.
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EXEMPLO 36 Pretende-se calcular o maximo e o minimo de f(z,y,z) = x —y + 2z, no
elipséide a2 + y? + 222 = 2. Trata-se de um problema de extremos condicionados, cuja

traducao é

max (min)  f(z,y,2) =2 —y+ 22

sa.  glz,y,2) =2+ +222—2=0

em que grad g(x,y, z) = (2x,2y,4z) nao se anula em nenhum ponto do elipséide.

A funcao Lagrangeana é
L(x,y,z,)\) = r—y+2z— )\(1'2 —I—y2+222 — 2)

Os seus pontos criticos sao as solugoes do sistema

4

9L = 1—2\z =0 x o

oL _ _ 1
, <=

g—g = 2—4Xz =0 z %

| % = —(@+y’+22-2) = 0 | Pyt H2 = 2

sendo a divisao por A possivel, uma vez que A = 0 nao é solugao do sistema inicial.
Substituindo as expressoes para x, y e z na ultima equacao, vem:

1+1+2—2<:>>\—:F1
— _\/5.

AN2 4N 4)N?
Estes possiveis valores para A geram, apos substituicao nas outras equacgoes do sistema, os
pontos criticos cujas coordenadas em (x,y, z) sao: A = (%, —%, %) eB= (—%, %, —%)
Uma vez que
2v/2
22
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conclui-se que o méaximo é 2v/2 (alcancado no ponto A) e o minimo (atingido em B) é
—2V/2.

De facto, do ponto de vista geométrico, as superficies de nivel de f(z,y,z) sdo, neste
caso, os planos, paralelos entre si, de equacao xr — y + 2z = k. Determinamos o maior e o
menor valor de k para os quais os planos correspondentes intersectam o elipséide (sendo

tangentes).

EXERCICIOS 5

1. Determine o maior e o menor dos valores de f(x,y) = xy sobre a elipse de equagao

A
T+5 =1

2. De entre todas as caixas paralelipipédicas de drea total 10 m?, pretende-se determi-

nar a de maior volume.
3. Maximize a fungao f(z,y,2) = = + z sujeita a restrigao 2% + 3> + 22 = 1.

4. Determine o ponto da superficie z = y/x? + 2y? mais préximo do ponto (2,0, 1).
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Capitulo 2

Integrais duplos

Pretende-se estender a nogao ja conhecida de integral (definido) de uma func¢ao de uma
variavel real ao caso de duas variaveis (o caso de trés ou mais varidveis é analogo). A
nocao de integral num contexto mais geral estd fora do ambito deste curso, pelo que vamos
restringir-nos ao estudo de fungoes continuas em certos tipos de dominios.

Relembremos que o estudo do integral definido foi motivado pelo cédlculo de areas de
regioes delimitadas por graficos de fungoes nao negativas. Agora vamos estar interessados

em volumes.

Consideremos f : D C R* — R continua, f(x,y) > 0, sendo D = [a,b] x [c,d].

Recordemos que [a,b] x [c,d] designa o produto carte-

siano dos intervalos [a,b] e [c,d], isto é,

R = [a,b]x[c,d] = {(m,y) €R?: zclab],ye [c,d]}.

Yy

d

@ b

Se fixarmos a varidvel z, fazendo = a, obtemos uma funcao continua f(«a,y) de uma sé
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variavel y e faz sentido calcular,

Ala) = / F(asy)dy,

que ¢é exactamente a area da regiao do plano x = « delimitada superiormente por z =
f(a,y) e inferiormente por z = 0 no intervalo [c, d].

Consideremos n + 1 pontos do intervalo [a,b], a = 29 < 1 < 23 < -+ < x, = b e
escolhamos em cada intervalo [x;_;, z;] um ponto arbitrario «;.

Tem-se,

Ala)(x; —xi21) =V, 1=1,...,n,

que nos da uma aproximacao ao volume da regiao delimitada superiormente pelo grafico
de z = f(z,y), inferiormente por z = 0 e lateralmente pelos planos = = x;_1, = = x5,

y=cey=d.

z Volume da regido assinalada =~ Vi = Aay)(zi — zi—1)

As somas

Vit Vot o4V,
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CAPITULO 2. INTEGRAIS DUPLOS

dao-nos uma aproximagao ao volume da regiao do espacgo delimitada superiormente pelo
grafico de z = f(z,y), inferiormente por z = 0 e lateralmente pelos planos = = a, x = b,
y = cey = d. Se tomarmos intervalos [x;_1, z;] de amplitudes cada vez menores, as somas

Vi+Vo+ .-+ V, vao convergir para

b
V= / A(x)dz,
que define rigorosamente o volume da regiao delimitada superiormente pelo grafico de
z = f(x,y), inferiormente por z = 0 e lateralmente pelos planos * = a, v = b, y = ce

y=d. Como A(x) = fcdf(x,y)dy, tem-se

- /ab (/Cdﬂx,y)dy) dz.

Se tivessemos fixado inicialmente, nao a variavel x, mas a variavel y fazendo y = 3 e se

tivéssemos procedido de modo andlogo obtinhamos

- /Cd (/abﬂx,y)dx) dy.
Em resumo,
V= / b ( / df(x,y>dy) i = / d ( / bf(x,mdx) dy= [[ f(ay)dsdy.

A este integral chamamos integral duplo de f em D.

z

z=f(x,y)
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ExeEmpLO 37

Pretende-se calcular //(x2 + 9?) dx dy,
D

D=[-11]x[-1L,1]]={(zr,y) eR® : —1<z<1, —-1<y<1}.

Z:I2+y2

Ora,

ExXEMPLO 38

Calcular / / ysinx dx dy,
D

D:[O,g]><[0,2]:{(:c,y)eR2 : OSng, 0<y<2).
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CAPITULO 2. INTEGRAIS DUPLOS

Tem-se,

z 2
//ysinxdydx = / (/ ysinxdy)dz
s 0 0
bl 272
= / sinx[y—] dx
0 2 0

jus

= /2 2 sin x dx
0

= =2 [cos x} R
0

= -2 (cosg — cos()) = 2.

ExEMPLO 39

Calcular

dxy
—————duxd
// @+
D
sendo D = [0,2] x [0, 1]. Tem-se,

2 1 41'?/
T 5 T edrdy = ——=dy | d
// x2+y e /0 </0 (2 + 2+ 1)2 y) ’
2 _9 1
= / e dx
o L2 +yr+1],
B /2 B 2x n 2x J
A 212 2r1)™

= [~log(2? +2) + log(z? + 1)];

5
= —log 6+ log 5+1log 2—1log 1=log 3"

As propriedades operatorias estudadas para o integral definido admitem uma general-

izagao para o integral duplo.

Propriedades do integral duplo

Sejam f,g: D — R duas fungoes continuas. Entao:
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Cfuo= [fs ]
2 o, ffon-a [

3. Se f(z,y) > g(x,y) para todo o (x,y) € D, entao //f > // g.
D D

Vejamos agora como podemos estender a nocao de integral duplo a dominios de um certo

tipo designados por dominios elementares.

Definicao 9 Dizemos que um subconjunto D C R? é elementar se for de um dos seguintes

dois tipos:

(I)D:{(:)s,y)e]R2 ca<z<b,

continuas em [a, b] com s > .

(U D={(zy) €R : c<y<d, iy

continuas em [c, d] com g > ).

Tipo I

Y

p1(z)

<y< wg(x)}, com 1 e py duas fungoes

<z< %(y)}, com 1y e 1, duas funcoes

Por outras palavras, um conjunto D é elementar se uma das varidveis tomar valores num

intervalo fechado e limitado e a outra varidvel tomar valores entre os graficos de duas

fungoes continuas. Os rectangulos sao exemplos de conjuntos elementares simultanea-

mente dos dois tipos.

O integral duplo admite uma generalizagao natural para conjuntos elementares.

Seja f : D C R? — R ¢ uma funcio continua num conjunto elementar D. Entao:
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CAPITULO 2. INTEGRAIS DUPLOS

1. Se D é do tipo I,

//f(:c,y)da:dy = /ab (/:(2:) f(a:,y)dy) dz.
D

2. Se D é do tipo 11,

J[ fa sy = [ ' ( /w w(j) f<w,y>da:> dy.
D

Se D é simultaneamente dos dois tipos,

([ stz [ [ st o= [ ([ st

ExEMPLO 40

Pretende-se calcular

emque D={(r,y):0<z<1, 22<y<1}
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Daqui resulta que

//(x+y3)da?dy =

D

ExeEmpLO 41

Pretende-se calcular

// ze® dx dy,

D

em que D é o subconjunto elementar delimitado pelas curvas y = 2% e y = 2 — 2.

Para determinar os pontos de interseccao entre as duas curvas resolve-se o sistema

y:gj2 y:gjz y:l
= =
y=2—1 22 =2 -2’ =+l
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CAPITULO 2. INTEGRAIS DUPLOS

Obtemos os dois pontos A = (—1,1) ). Daqui resulta que

// ze¥drdy = < dy) dx
D

Como vimos anteriormente, quando o dominio do integral é um conjunto elementar pode-
mos escolher a ordem pela qual queremos efectuar a integracao. Essa escolha prende-se,
essencialmente, por duas razoes: a primitivacao ser mais facil (ou ser possivel) em ordem a
uma das varidveis; os dominios de integracao terem uma descricao mais simples enquanto
conjuntos elementares de um dos tipos (1) ou (17).

Vejamos exemplos para os quais nao ¢ indiferente a ordem de integragao.

EXEMPLO 42
Pretende-se calcular
2 4
/ / y cos(2?)dx dy.

0 Jy2
A primitiva em ordem a z da funcio ycos(z?) nao é imediata nem pode ser calculada
recorrendo a primitivacao por partes nem por substitui¢ao, enquanto que a primitiva em
ordem a y da fungao y cos(z?) é % cos(z?). Por essa razao vamos efectuar uma mudanga

na ordem de integracao. O dominio de integracao D é a regiao de R2,

{(z,y) 1y <2<4, 0<y<2t={(r,y):0<x<4, 0<y<Va},

|
\
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Assim teremos

2 ' Mud. ordem int 4
/ (/ ycos(952)d:)3) dy MU omdem intee: /
0 y2 i

g cos(z?)dx

4
/ cos(x?)2xdx

0

in(2?)|

4

—
wn
=
=

0

N e SN
wn
—
=
~~
—_
(=)
N~—

ExXEMPLO 43

Pretende-se calcular

/ / 2xydx dy,
D

onde D = {(z,y) : 0 <y <z, x+y < 2}. Vamos comecar por calcular o integral,
integrando em primeiro lugar em ordem a variavel y. Para isso temos que considerar a

particao de D nos conjuntos

Dy ={(z,y):0<z <1, 0<y <z}

Dy={(z,y):1<2<2 0<y<2—z}

Y
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CAPITULO 2. INTEGRAIS DUPLOS

Nessa altura vem

// 2rydrdy = // 2xydxdy+// 2zy dx dy
D Dy D
1 T 2 2—x
= / / 2xy dy dx + / / 2zy dy dz.
0o Jo 1 Jo

Se trocarmos a ordem de integracao o calculo do integral fica simplificado:

1 2—y
// 2rydrdy = // 2zy dx dy
D 0 Jy
1

= / [z%y)2vdy

0

= /0 [(2—y)*y—y°] dy
= /0 (4y — 4y*)dy

4 1
— 22__3
=57,

_ g 2 2
37 3

A escolha da ordem de integracao facilitou o calculo do integral.

Mudanca de variavel para coordenadas polares

No célculo do integral definido era por vezes necessario proceder a uma mudanca de
varidavel de modo a facilitar (possibilitar) o cdlculo da primitiva da fung¢ao integranda.
Também no integral duplo é preciso, por vezes, recorrer a mudancas de variavel agora
com o duplo objectivo de simplificar (possibilitar) a integragao e a descri¢ao do domi nio
de integracao.

Estudaremos apenas a mudanga de variavel para coordenadas polares, que passamos a
definir.

E usual referenciar um ponto P de R? pelas suas coordenadas cartesianas, (x,y), isto é,

P = (z,y).
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Yy o P=(z,v)

Vejamos como referenciar um ponto num sistema de coordenadas polares.
Seja O a origem do referencial. Um ponto P # O fica referenciado pela respectiva

distancia a O, que designamos por p (p > 0) e pelo angulo que OP fez com o eixo xrr,

que designamos por 6 (0 < 0 < 2m).
Ao par (p, ) chamamos coordenadas polares de P.

Y

P =(p,0)
\ o
xT
E fécil de ver as relacoes entre as coordenada cartesianas e as polares de um ponto:

p=2+

(z,y) = (p,0) : 5 cos ) =

x = pcost
e (p,0)— (z,y): .
y = psinf.

sin @ =

T w8

ExEMPLO 44

Mudanga de coordenadas cartesianas para polares:

(z,9) = (2,2) — (p,0) = (2\/5’ %)

COS@Z%Z@
p:\/22+22, 9: 222 \/i
Slnezm:T,

istoé,pz2x/§e€z%.
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2v/2

w13

ExXEMPLO 45

Mudanca de coordenadas polares para cartesianas:

(p,0) = (2, %) — (z,y) = (2008%, 2in %) = (V3, 1).

O sistema de coordenadas polares adapta-se particularmente bem a descricao de certos
tipos de conjuntos. Por exemplo, o conjunto dos pontos descritos pela equacao 22 +y> = 1
é descrito em coordenadas polares pela equacao p = 1 (0 < 6 < 27). O conjunto dos
pontos descritos pela inequacao x? + y? < 1 é descrito em coordenadas polares pela
inequacao p <1 (0 <6 < 2m).

Quando o dominio de integracao D é facilmente descrito com recurso as coordenadas po-
lares (por exemplo no caso de circulos ou sectores circulares, etc. .. ) e a funcao integranda
f tem uma expressao simples em coordenadas polares, uma mudanca de variaveis para

coordenadas simplifica, em geral, o calculo do integral. Tem-se o seguinte resultado:

Sejam D’ um conjunto elementar descrito em coordenadas polares (p, 0)
e D o mesmo conjunto descrito em coordenadas cartesianas (x,y).

Seja f é uma fungdo continua em D. Entao:

//f(a:,y)da:dy://f(pcos@,psin@)pdpd@.
D D’
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EXEMPLO 46

Calcular

// eV dy,

D
onde D = {(m, y) @ xy >0, 22 +9y* < 1}. Em coordenadas polares este dominio de

integracao vem dado por

D’:{(p,e) 00,1, e [og]}

P Y

|
4
SIE]
—
8

// e_IQ_demdy = //e_prdde
D

I
|
N = N = N
O\
NIE] 3
[ —|
mI
<
N
| I
(@) —
QL
)

I
—
—_
|
@
—
~—

Aplicacao do integral duplo ao calculo de volumes e de areas

Como vimos atrés, se f(z,y) > 0 em D, // f(z,y)dxdy é o volume da regiao limitada,
D

em D, superiormente pelo grafico de f e inferiormente por z = 0.
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Este resultado generaliza-se (tal como foi feito para o integral definido para o calculo de

areas): considerando duas fungoes f e g definidas em D e tais que f > g em D,
[ = sy
D

é exactamente o volume da regiao delimitada, em D, superiormente pelo grafico de f e

inferiormente pelo grafico de g.

EXEMPLO 47
Pretendemos calcular o volume V' do sélido limitado pelo paraboloide z = 2% + y? e pelo

plano z = 4.

O volume V estd limitado superiormente pela funcao constante z = 4 e inferiormente pela
funcao z = 2% + y%. A interseccao do paraboloide z = 22 + y? com o plano z = 4 define
circunferéncia 22 + y? = 4. Daqui concluimos que a projeccao de V no plano z0y é o

circulo D = {(z,y) : 0 < 2? + y* < 4}. Portanto o volume V é dado pelo integral

// (2% +y?))dx dy.

Efectuando a mudanca de varidvel para coordenadas polares
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obtemos

v = [[ams-aa
T (oo
L)

= 167 — 402" = 8.

EXEMPLO 48

Pretende-se determinar o volume do sélido V' limitado pelo paraboloide eliptico z = 22 +y?

e pelos planos z =4 e z = 9.
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O volume de V' obtém-se fazendo a diferenca dos volumes dos sélidos V; e Vs, sendo Vj
[resp. V4] limitado superiormente pelo plano z = 9 [resp. z = 4] e ambos limitados

inferiormente pelo paraboloide z = 22 + 3.

z z

A interseccao do plano z = 9 com o paraboloide eliptico z = 2?4+ define a circunferéncia
de raio 3, situada no plano z = 9 cujo centro é (0,0,9). Daqui resulta que a projecgao
de V; no plano 20y é o circulo centrado na origem de raio 3 que vamos denotar Dj.

Analogamemente a projeccao do plano z = 4 com o paraboloide eliptico z = 2 + 32

ISA/UTL - Matemdtica e Informdtica — 2007/08 81



define a circunferéncia de raio 2, situada no plano z = 4 cujo centro é (0,0,4) e portanto

a projeccao de V5 é disco de raio 2, que vamos notar Ds.

vol(V // (2% + y*))dx dy — // (2% + y?))dz dy.

Efectuando uma mudanca de variavel para coordenadas polares vem

//9— 2* +y?))dx dy — // (2% + y?))dx dy
/ / p*)pdp df — / / p*)pdp df
[T ( -3 - - 3]
:271'(%—%—8 4) 6257T.

Podemos também utilizar o integral duplo para calcular areas de regices do plano.

// 1 dxdy,
D

estamos a calcular o volume da regiao V, limitada superiormente por f(z,y) = 1 e

Assim

De facto, se calcularmos

inferiomente por z = 0.
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Assim,

//1dm dy = volumedeV = ‘drea D X altura = drea D.

D

ExXEMPLO 49

Vejamos como calcular a area do subconjunto
D={(z,y) : 1<zx<e 0<y<logz},

usando um integral duplo.

y = logx

Assim teremos

Area(D) = / / dz dy

e log z
= / (/ dy) dx
1 0
= / 1-logxdx
1

Oor partes € ¢ 1
por part [xlogx] —/ r—dx
1 1 T

= eloge —logl — (e —1) = 1.
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EXERCIiCIOS 6

1. Calcular:

(a) //xildxdy,D:{(x,y):nggl, -1 <y <2}

(b) /12 /01(1' +y) dydzx.
(c) /02 /_11 ye™ dyd.

(d) //coszsinyda:dy, D= [0, g] X [O, g]
D

2. Calcule os integrais e represente os dominios de integracao:

1 x?
(a) / / dydzx.
o Jo
2 3241
(b) / / x dydz.
0 2z
e 1
(c) / / ye® dxdy.
1 Iny

(d) //a:yd:cdy, D={(x,y): x>0, v <4—4y*}.

(© //<x2+y2>dxdy,D={<x,y>:xzo,yzo, 324y < ).
D

3. Considere o quadrado Q = [—1,1] x [0,2], e a funcdo f(z,y) = |y — 22|. Calcule

// [z, y) dudy.
Q
4. Inverta a ordem de integracao e calcule o integral.

(a) /01 /\;@2 +y°x) dady.

1 e
(b) // ev dydzx.
0 T
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(©) /0 2 / (o +y)? dudy,
(d) /01 /\/;COS (y?’;— 1) dydz.

5. Represente a regiao de integracao e inverta a ordem de integracao.

@ [ 1 / " ey dyde

o [ [ e [T s v
© |/ M ( Y dy) s+ [ " ( J dy) dot
(T e o

6. Calcular volume de V = {(z,y,2): ¥y >0, 2 >0, 2>+ 22 <1, v +y <2}

7. Calcule o volume do sélido limitado pelos paraboléides 4 — z = 22 +y? ¢ 9 — 32 =

2% 4+ 12

8. Calcular o volume limitado pelo paraboléide z = 222 + 2 e a superficie cilindrica

2 =4y

9. Calcule a drea de D = {(z,y) : 1 <a2?+y? <9}
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