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Dominio, curva de nivel e grafico. Superficies quadricas.
Continuidade

ExERcicios 1

1. Determine o dominio das seguintes funcoes e represente-o geometricamente:

(a) f(z,y) =3

Solugao: D = {(z,y) € R*:y #0}.

(b) f(x,y):m(g)_ 1z

Solugao: D ={(r,y) eR?*: (0<z<1Ay>0)V(x<0Ay<0)}

n(3—az2—y?
(c) flz,y) = %

Solugao: D = {(z,y) € R*: 2> + y*> <3 A (z,y) # (0,0)}.

(@) fla.y) = =

Solugao: D = {(z,y) e R? : y # 1}.

(e) flx,y) = aly —2?).

Solugao: D ={(z,y) eR?*: (x > 0Ny >2*)V(xr < 0Ny <z?)}

() f(ey) = 2

Solugao: D = {(z,y) eR?: (x >0Ay>0)V(z<0Ay <0)}.

2. Identifique os conjuntos de nivel e esboce o grafico das seguintes fungoes:

1



(a) f(z,y) = 3.

R2 k=3

0 L k+#3;
Gy ={(z,y,2) e R®: z =3} (plano z = 3).

Solugao: C) =

(b) f(z,y) = .

Solugao: Cy = {(z,y) e R* : x =k}, k € R;
Gy ={(r,y,2) e R*: 2 =z} (plano z = z).

(c) flz,y) ==*.

{(x,y) e R? : 2z =0} k=0
Solugao: Cp, =< {(z,y) eR>:z=VkVae=—Vk} k>0
0 k< 0;

Gy ={(z,y,2) € R®: z = 2?} (cilindro parabdlico, cuja intersecgao com qual-

quer plano y = b é a pardbola z = 2?).

xr ,x>0
(d) f(z,y) = |z| =
—x ,x <0.
{(x,y) e R? : 2z =0} k=0
Solugao: Cy = ¢ {(x,y) eR*:z=kVar=—-k} k>0
0 k< 0;

Gr={(z,y,2) ER*: (z=2Ax>0)V(z2=—2Ax <0)} (reunidao dos dois

semi-planos z =x Az >0ez=—zAx <0).

(e) fz,y) = [l(z,y)ll = V2> +y*.



{(0,0)} k=0
Solugao: Cp = ¢ {(z,y) e R?: 2>+ =k?} k>0
0 k< 0;

= {(2,y,2) €R®: 2 = /22 + 42} (2 = 22 +y* Az > 0, semi-cone superior

com o vértice em (0,0,0) e orientado segundo o eixo dos zz).

() flz,y) =2 +y*

{(0,0)} k=0
Solugao: Cy = ¢ {(x,y) eR?: 22 +3y?> =k} k>0

0 Lk < 0;
= {(z,y,2) € R? : 2 = 2? + y*} (paraboloide eliptico com o vértice em

(0,0,0) e orientado segundo o semi-eixo positivo dos 2z).

(g) fla,y) =e 2"
1(0,0)} k=1

Solugdo: Cj = {(z,y) € R?: = + Tz = U L 0<k<1
0 E<O0VE>T,;

Gf = {('ruy72> c RB 2= 671272y2}_

3. Relativamente a cada uma das fungoes indicadas nas alineas (f) e (g) do exercicio

anterior:
(a) Defina a curva de nivel que passa no ponto (1,1).

Solugao: (f) Cy = {(z,y) € R? : 22 +¢* = 2};
(g) C. s_{(azy)ERQ.% 97_1}

(b) Diga, justificando, se o ponto (1,1, 1) pertence ao respectivo grafico.



(c)

Solugao: Nao, pois f(1,1) # 1 em ambos os casos.

Determine o respectivo contradominio.

Solugao: (f) CD = [0,+o0[; (g) CD =]0, 1].

4. Defina analitica e geometricamente as curvas de nivel para as seguintes funcoes,

indicando em cada caso o respectivo dominio:

(a)

f@wﬁ=¢;f;

Solugao: D ={(z,y) eR?*: (x > 0Ny >—2)V(r<0Ay < —x)};

{(z,y) e R? : 2 =0} \ {(0,0)} k=0
Cr =1 {(z,y) eR* 1y = 231\ {(0,0)} k>0
0 k<0

Cy é o eixo dos yy excepto o ponto (0,0). Quando k > 0, Cy é arectay = 1;52 x

excepto o ponto (0,0).

1’2

Solugao: D = {(z,y) € R? : y # 0};
{(z,y) eR?: 2 =0Ay #0} k=0
{(z,y) eR*:y =12 Ny #0} E#0;

Cr =

Cy é o eixo dos yy excepto o ponto (0,0). Quando k # 0, Cy é a parabola

y = 7 &% excepto o ponto (0,0).

5. Identifique analitica e geometricamente os conjuntos de nivel das seguintes fungoes:

(a)

flx,y, 2) = 2> +y* + 22



{(0,0,0)} k=0
Solugao: Cp = ¢ {(x,y,2) eR3: 2?2 + 9>+ 22 =k} k>0
0 k< 0;

Quando k > 0, Cy, é a esfera centrada em (0,0,0) e de raio vk.
(b) flz,y.2) =a*+y°

() €R x=0Ay=0} k=0
Solugao: Cp = ¢ {(x,y,2) eR3: 22 + 9> =k} k>0

0 Lk < 0;
Cy é o0 eixo dos zz. Quando k > 0, C é o cilindro eliptico cuja interseccao com

qualquer plano z = ¢ é a circunferéncia centrada em (0,0, ¢) e de raio V.

(c) flz,y,2) =22 +y* — 2.

Solugao: Cy = {(z,y,2) € R® : 22 + y*> = 2 + k}, k € R, é um paraboloide
eliptico com o vértice em (0,0, —k) e orientado segundo o semi-eixo positivo

dos zz.

6. Determine uma fungao para a qual:
(a) y =3z + 4 é uma curva de nivel.

Solugao: y = 3z + 4 é, por exemplo, a curva de nivel 4 de f(z,y) =y — 3.

(b) 2#* —y =1 é uma curva de nivel.

Solugao: z2 —y =1 é, por exemplo, a curva de nivel 0 de f(z,y) = 2* —y—1.

(c) #* —y =1 é uma superficie de nivel.



Solugao: 2% —y = 1 é, por exemplo, a superficie de nivel 0 de f(x,y,z) =
22—y —1.

(d) 2% + y* = 4 é uma superficie de nivel.
Solugao: 22 + y? = 4 é, por exemplo, a superficie de nivel 4 de f(z,y,2) =

x? + yz.

7. Identifique as quadricas:
(a) 22 +y* + 2% — 62 + 4y + 12 = 0.

Solugao: (r —3)?+ (y +2)? + 2% = 1. Esfera centrada em (3, —2,0) e de raio
1.

(b) z2=+/25— (v —2)2 — (y — 3)%

Solugao: (r —2)?+ (y — 3)*+ 22 =52 A z > 0. Semi-esfera superior centrada
em (2,3,0) e de raio 5.

(¢) 2=3+ /25— (z—2)2—(y—3)2
Solugao: (xr —2)*+ (y — 3)? + (2 — 3)? = 52 A z > 3. Semi-esfera superior
centrada em (2,3, 3) e de raio 5.

(d) z=a2?+4y* + 7.

Solugao: 22+ 13//—24 = z — 7. Paraboloide eliptico orientado segundo o semi-eixo

positivo dos zz com o vértice em (0,0,7).

(e) 4w = y? + 22



- 2 2 . _ . .
Solugao: %4 + % = z. Paraboloide eliptico orientado segundo o semi-eixo

positivo dos zz com o vértice em (0,0,0).

2?2 + 4y? + 922 = 36.

22

Solugao: g—z + y—; + % = 1. Elipsoide centrado em (0,0,0) e de semi-eixos 6

(zx), 3 (yy) e 2 (22).

2?2 + 4y? — 922 = 36.

2

Solugao: % + yﬁ: — 4 = 1. Hiperboloide eliptico de uma folha orientado se-

gundo o eixo dos zz.

922 — 169> 4 42° = 64.

S ¥ o, Hiperboloide eliptico de uma folha orientado

= 1}2 z
Solugao: 69 T 16 — 1

segundo o eixo dos yy.

4y = y? — 222
Solugao: % — 32—2 = x. Paraboloide hiperbdlico cuja interseccao com o plano
y =0 é a parabola z = —é_

42? — 9% + 1622 = 0.

Solugao: lx—/24 + 1;; —y? = 0. Cone com vértice em (0,0,0) orientado segundo

o eixo dos yy.

42 — y? — 162 = 0.

1716 — 1”3—/1 = 0. Cone com vértice em (0,0,0) orientado segundo

Solucao: 3% +
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0 eixo dos zz.

(1) 42% +y? = 4.

Solugao: 2% + % = 1. Cilindro eliptico cuja interseccao com qualquer plano

z = ¢ ¢ a elipse centrada em (0,0, ¢) e de semi-eixos 1 (zx) e 2 (yy).

(m) 2% — y* = 25.

Solucgao: % — g—; = 1. Cilindro hiperbdlico cuja interseccao com qualquer
plano z = ¢ é a hipérbole % — % =1.

(n) z? + y* = 25.
g2 2 . o . -
Solugao: Zz + %z = 1. Cilindro eliptico cuja interseccao com qualquer plano
z = ¢ é a circunferéncia centrada em (0,0, ¢) e de raio 5.
(0) y* —4x = 0.

Solugao: Cilindro parabdbico cuja interseccao com qualquer plano z = ¢ é a

y2

parabola z = 4.

(p) 2y = 6.

Solucgao: Cilindro hiperbdlico cuja interseccao com qualquer plano z = ¢ é a

hipérbole zy = 6.

8. Escreva a equacao de

(a) Cone cujo vértice é a origem e cuja interseccao com o plano z = 1 é 22 +9y?* = 4.



~ 2 2
Solugao: & + £ = 2%

(b) Esfera de centro (—2,1,0) e raio 2.

Solugao: (r+ 2)? + (y — 1)% + 22 = 22,

(c) Elipsoide de centro (0,0,1) e semi-eixos, 2, -1, 4.

Solugao: %2 + 9%+ % =1.

Derivadas parciais. Plano tangente

EXERcicIOS 2
1. Determine as derivadas parciais de 1¢ ordem das seguintes fungoes:
(a) flz,y) =2’y —2zy*+ 2.
Solugao: f/(x,y) = 3z*y — 2y* + 4% f(x,y) = 2° — 4ay.
(b) flz,y) =2z /2 +y* + 1.
22y

~ ZB2
Solugao: fl(z,y) =2/x>+y>+ 1+ 7\/3621%; f;(ﬂf, y) = [ ty2 i1

(c) f(z,y) =23+ cos(x + 3y).

Solugao: f(x,y) = 32> —sin(z + 3y); f,(x,y) = —3sin(z + 3y).

(d) flz,y) = eVt

=0 f/ oVl 3 — eVl ___y
Solugao: fl(z,y)=¢ Jorgiat fyl@,y)=e VR



() flz,y) = e cos(a? +¢?).
Solugdo: fi(x,y) = —2xe™ sin(z? + y?); f)(z,y) = —2ye™" (COS(xQ +y7) +
sin(z? + yQ)).

() f(x.y) = In(%).

Solugao: f,(z,y) = %; f(z,y) = _5_

(8) f(z,y,2) = (2z —y+ 2)e” .

Solugao: f,(z,y,2) =" ¥(2+2r —y+2); fi(v,y,2) = —e"¥(1+2r -y +

2); fl(x,y,2) = e V.

2. Considere a funcao f(z,y) = 2.

Calcule %(1,2) e 3—5(1,2).

= d
Solucgao: %(1,2) = %; 8_5(1’2) — _i_

3. Seja [ : R* — R tal que f(z,0) = 2* para todo oz € Re f(l,y) =y + e ¥ para
todo o y € R.

Calcule %(1,0) e 2—5(1,0).

Solugao: 3L(1,0) =2; 5£(1,0) = 0.

4. Indique uma equagao do plano tangente ao grafico de:

(a) flx,y) = #;;JH em (1,3, f(1,3)).

Solugao: %(w -1+ Ell(y -3)—(z+ %) = 0.
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(b) f(z,y) =2 — 2y +e¥ em (—1,0,0).

Solugao: 3(z+ 1)+ 2y — 2z = 0.
(¢) f(z,y) = sin(3z + ye*) em (0,0, £(0,0)).

Solugao: 3z +y — 2z =0.

5. Calcule as derivadas parciais até a 22 ordem e indique as matrizes Jacobiana e

Hessiana de:

(a) flz,y) ==

Solugao: J(z,y) = [ 10 } ; H(z,y) =

(b) f(z.y) = 2 +yna.

2 _ Y 1
Solugao: J(z,y) = [ 204+ Inx } s H(x,y) = , oo
< 0
(C) f(xayv Z) = ln(l' + y2 + 2’2).
Solugao: J(z,y) = 7x+y%+22 [ 1 2y 2z ] ;
—1 —2y —2z
H(@,y,2) = e | —20 20—2° +24° —dyz
—2z —4yz 2+ 2y? — 227

(d) f(z,y) = [[(z,y)]l em R*\ {(0,0)}.

Solucao: J —

H(z,y) =

(@2 +y2)\/a2 142 x2+y
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(e) f(z,y) =z |l(z,y)ll em R*\ {(0,0)}.

lucio: _ 2 2 a? Ty .
Solugao: J(z,y) 2 +y +\/$2+y2 Jore |

223 + 3xy? o3

H(z,y)= —L1
<x7 y) ($2+y2) x2+y2 y3 [L‘3

Derivadas direccionais e gradiente
ExERcicios 3
1. Seja f(z,y) =4 — 2% — y>
27 2

(a) Calcule f.(1,1) para os vectores @ = (1,0) e U = (—2 —2>

Solugao: f(1,1) = —2; para w = (*%2,%2), f.(1,1) = —2v2.

(b) Mostre que f%(0,0) = 0 qualquer que seja @ € R?, ||u]| = 1.

Solugao: Uma vez que f tem derivadas parciais continuas,

[5(0,0) = grad f(0,0).(u1, uz) = (0,0).(us, uz) = 0, Vi € R?, |Ja]| = 1.
(c) Escreva a equacao da recta tangente a curva de nivel 3 de f em (0,1).

Solugao: y = 1.

2. Considere f(z,y) = 2%y + y’z.

(a) Qual a taxa de variagao instantanea de f no ponto (1,1) na direcgao do eixo

dos zx?

Solucgao: f(1,1) = 3.
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(b) Qual a taxa de variacao instantanea de f no ponto (1,1) segundo a direccao

do vector (1/v2,1/v/2)?

~ . / _ 1
Solucao: f(l/\/§,1/\/§)(1’1) =%

(c) Determine a direcgao para a qual a derivada direccional de f em (1, 1) é nula.

(S Ie)

))-

Solugao: A direcao do vector (2, —2) (ou (—3,
(d) Em que direcgao se deve deslocar a partir do ponto (1, 1) para obter a maior
taxa de variacao instantanea de f7

Solugao: Na direccao do vector (2, 2).

3. As afirmacgoes seguintes sao verdadeiras ou falsas? Justifique convenientemente a

resposta.
(a) f.(a,b) é um escalar para v € R?, ||v|| = 1.

Solucgao: Verdadeira. Ver definicao de derivada direccional.

(b) Existe uma direccio v € R?, com ||v|| = 1, tal que f,(a,b) = 0.

Solucao: Verdadeira.

v = (fy(a,b), = f;(a;b))/l|grad f(a,b)[| ouwv = (=fy(a,b), f;(a, b))/l grad f(a, b)],

supondo que f tem derivadas parciais continuas em todos os pontos perto de
(a,0).

(c) Existe um ponto (a,b) € R?, tal que ||grad f(a,b)| = 4, f(/1 o(a,b) =5.
Solucgao: Falsa.
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Se f.(a,b) =5 entdo ||grad f(a,d)|| = \/(f:;(a, b)? + (f(a,b))* > 5.

(d) Existe v € R? com |jv|| = 1 tal que f,(a,b) = ||grad f(a,b)].

Solucao: Verdadeira.
v = (fi(a,0), f;(a,b))/llgrad f(a,b)||, supondo que f tem derivadas parciais

continuas em todos os pontos perto de (a, b).

4. Determine a equacao da recta tangente as curvas seguintes, nos pontos indicados:
() 2 +12 =4 . Po=(v2,12)
Solugao: 2v2(z — v/2) +2v2(y — v2) = 0.

(b) ?*+ay+y*=7 , Py=(1,2).

Solugao: 4(z — 1) +5(y —2) =0.

5. Determine uma equacao do plano tangente as superficies seguintes, nos pontos Fy

indicados:
(a) 2> +y*+22=3 , Py=(1,1,1).

Solugao: 2(z —1)+2(y—1)+2(z—1) =0.

(b) 2z—22=0 , Py=(2,4,2).

Solugao: —2(z —2)+2z—-2=0.

(c) z=3—-222—y* , Py=(1,-1,0).
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Solugao: 4(x —1)—2(y+1)+2z=0.

6. Determine os pontos da superficie zy + yz + zx — 2 — 22 = 0 onde o plano tangente

¢é paralelo ao plano X0Y'.

Solugao: (0,1,0) e (—1,1,1).

7. Determine um vector unitario perpendicular a superficie
20° + a2 =1

no ponto Py = (1,2,—1) e a equacao do plano tangente a superficie referida, no

ponto F.

Solugao: (%,O, ﬁ); 5(r—1)4+2z=—1.

8. Seja f(x,y,2) = xy + yz + zx. Escreva a equacao da superficie de nivel de f que
contém o ponto Py = (1,1,0) e determine a equagao do plano tangente a esta su-

perficie em F.

Solugao: zy+yz+zx =1, 2+y+2z=2.

Extremos livres

ExERcicIOS 4
1. Determine os pontos criticos das seguintes fungoes e estude a sua natureza:
(a) flz,y) =2" +y' —day.
Solugao: (0,0) é um ponto de sela e f(1,1) = f(—1,—1) = —2 sdo minimos.
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(b) f(z,y) =" +y" + 82%y* + 1227,

Solugao: (0,0) é um ponto de sela e f(—9,0) = —2187 é um minimo.

() flz,y)=(x—-1)B—-2)y’—y.

Solugao: (2,%) e (2,—%) sao pontos de sela.

(d) flzy) =z +y+1/e+4/y.
Solugao: (1,-2) e (-1,2) sdo pontos de sela, f(1,2) = 6 é um minimo e

f(=1,—2) = —6 é um maximo.

(e) f(z,y)=a'+y'— (x—y)

Solugao: (0,0) é um ponto de sela, f(—1,1) = =2 e f(1,—-1) = —2 s@o

minimos.

2. Considere f: R? — R, definida por f(z,y) = 2% + ay?, com —1 < a < 1.

(a) Analise, para os diferentes valores de a, a existéncia de extremos locais da

fungao f.
Solugao: Para a > 0, f(0,0) = 0 é um minimo; para a < 0, (0,0) é um ponto

de sela; para a = 0, f(0,y) = 0 é um minimo qualquer que seja y € R.

(b) Interprete geometricamente o problema.

Solugao: O grafico de f é: para a > 0, o paraboldide eliptico z = l’2+1y/—2a com o

vértice em (0,0,0) e orientado segundo o semi-eixo positivo dos zz; paraa < 0, o
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paraboldide hiperbélico z = 22 — l/y—ia; para a = 0, o cilindro parabdlico z = z2.

3. Seja f(x,y) = 2* + kzy + y?, em que k é uma constante.
(a) Mostre que f admite um ponto critico em (0, 0) independente do valor de k.

Solugao: f,(0,0) = f,(0,0) = 0 qualquer que seja k € R.

(b) Para que valores de k o ponto (0,0) é um ponto de sela? Justifique a resposta.
Solucao: Para k < —2V k > 2, porque det H(0,0) < 0 (f(0,0) é minimo
para os restantes valores de k).
4. Calcule, justificando convenientemente, os valores de a, b e ¢ para que
fla,y) =a— (2% +bx +y* + cy)

tenha um maximo de valor 15 no ponto (—2,1).

fa(=2,1) =0
Solugao: A solugao do sistema fi(=2,1)=0 ¢a=10,b=4,c= -2
f(-2,1) =15

5. Prove que (1,1,1) é um ponto critico de f(x,y,2) = 2* +y* + 2* —4xyz e determine

a sua natureza.

Solugao: f,(1,1,1) = f,(1,1,1) = fI(1,1,1) = 0; f(1,1,1) é um minimo.

Extremos condicionados

EXERCICIOS 5
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1. Determine o maior e o menor dos valores de f(x,y) = zy sobre a elipse de equacao
z? y: 1
T+5=1
Solugao: f(2,1) = f(—2,—1) = 2 sdo méaximos e f(—2,1) = f(2,—1) = —2 sa@o

minimos.

2. De entre todas as caixas paralelipipédicas de area total 10 m?, pretende-se determi-

nar a de maior volume.
Solugao: Max. f(z,y,2) = zyz s.a. 2(xy +yz + xz) — 10 = 0: a de maior volume
corresponde a (x,y, z) = (\/g, \/g, \/g)

3. Maximize a funcao f(z,y,2) = x + z sujeita a restricao z* + y* + 22 = 1.

Solugao: f(?,(), ?) = /2 é maximo e f(—%o, —?) = —+/2 é minimo.

4. Determine o ponto da superficie z = \/x? + 2y? mais préximo do ponto (2,0, 1).

Solugao: (2,0,3).

Integrais duplos
EXERcICIOS 6

1. Calcular:

Solugao: % In 2.
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(b) /12/01(:E+y)dydx.

Solucgao: 2.

2 1
(c) / / ye™ dyd.
0o J-1

Solugao: 1(e? —

(d) // cosxsiny dxdy, D =
D

Solucgao: 1.

03] 3]

2. Calcule os integrais e represente os dominios de integracao:

(a) /0 1 /0 " dyde.

~ 1
Solugao: 3.
2 3z+1
(b) / / x dydz.
0 2x
~ . 4
Solugao: %
e 1
(c) / / ye® dxdy.
1 Iny
~ 83 &
Solugao: < — & + 3.

@ [ [ wydsdy, D= {(5.0)

Solugao: 0.

cx >0, v <4—4y*}.
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(© //<x2+y2>dasdy,D={<x,y>:xzo,yzo, 324y < 9).
D

405

Solugao: =

3. Considere o quadrado Q = [—1,1] x [0,2], e a fungao f(x,y) = |y — 2?|. Calcule

// f(x,y) dxdy.

Q
0 pa? 0 ,2 1 pa?

Solucao: / / —y + 2° dyda:—i—/ / y — dyda:—i—/ / —y + 2% dydx
—1J0 —1 Jz2 0 0

1 2 46
— 22 dydr — —.
+/0Ly Ay =15

4. Inverta a ordem de integracao e calcule o integral.

1 g1
(a) / / (2° + y’z) dzdy.
o Juw
1 x2 9
Solugao: // (2% + ) dydr = —.
1 Ve
(b) / / ev dydzx.
0 x
1 v, e
Solugao: / / evdrdy = - — 1.
0 y2 2
2 ol
(c) / L(:p+y)2dxdy.
0 /3
1 2z 13
Solugao: // (z +y)* dyde = —.
o Jo 6
1 1 3 1
(d) / /fcos (y ; ) dydz.
0 T
Loyt 341 2 1
Solugao: / / cos (y il ) dedy = - (sin(l) —sin(—)).
o Jo 2 3 2
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5. Represente a regiao de integragao e inverta a ordem de integracao.

/ / f(z,y) dydz.
-1

Solucgao: // f(z,y) dzdy.
b)//f(x,y)dydx+// f(z,y) dydz.
o Jo 1 Jo
1 2—y
Solugao: // f(z,y) dzdy.
0 Jy

(c) /;ﬁ (/i:L“Qf(ﬂc,y)dy)daf+/1\/5 (/Oxf(fv,y)dy)dﬂ
2 Va—z2
+/¢§ (/0 f(z,y) dy) dz.

1/v2 4—y?
Solugao: / / fz,y dxdy+/ / f(x,y) dxdy.
1/v2

6. Calcular volume de V = {(z,y,2): y >0, 2 >0, 2>+ 22 <1, v +y < 2}.

Solucgao: .

7. Calcule o volume do sélido limitado pelos paraboldides 4 — z = 2% +y? ¢ 9 — 32 =
% + 2

Solugao: %7‘(‘.

8. Calcular o volume limitado pelo paraboléide z = 222 + y? e a superficie cilindrica

2 =4 — >
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Solucgao: 4m.

9. Calcule a drea de D = {(z,y): 1 <a?+y> <9}.

Solucgao: 8.
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