Lista de exercicios para a disciplina de Reconhecimento de Padrdes
(actualizada em 27 de Janeiro de 2011)

1. Considere um hipotético problema de classificacdo com duas classes (w; € ws)
e observagdes descritas por uma tUnica varidvel. As funcdes de densidade de
probabilidade das observacdes nas classes sdo dadas por

2e— 2 , x>0 e~ , >0

e ={ 077 120 et ={ 07 0 120

e as probabilidades a priori das classes verificam P(w;) = 2 P(w ) A fungio
de custo do problema é dada por A1 = Ao =0, Aja =2¢e Aoy =

(a) Mostre que as regides de decis@o para a regra de decisdo de erro minimo
deste problema sdo definidas por R1 = {z : = € (1%2 +00)} e Ry =
{z:2 €0, lOgQ]}.

(b) Indique a expressdo da funcéo de decisdo a(x) e determine o risco global
da regra de decisdo. Como interpreta esse valor?

2. Considere um problema de classificacdo com duas classes (w1, representada por
1, e wq, representada por 2) e observagdes descritas por duas varidveis (z e
y). Suponha que dispde de uma amostra de treino com 50 observagdes recol-
hida aleatoriamente nas duas classes, representada pela matriz amostra cujas
6 primeiras linhas sdo indicadas abaixo.

X y classe

;1 —1.3434878 -2.3930602

;1 0.6866480 3.3167074

;1 3.2808657 5.1351276

] -0.1228949 -0.8906718

1 1.7382977 -3.9843433
]

-0.3933782 3.13194¢67
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Considere os seguintes resultados de alguns comandos da aplicacio R:
> amostral=amostral[amostral, 3]==1, ]

> dim (amostral)
[1] 20 3

> amostraZ2=amostralamostral,3]==2, ]
> apply (amostral, 2, mean)
b4 y classe

2.265094 4.438462 1.000000

> apply (amostra2,2,mean)



X y classe
0.03012504 -0.42521895 2.00000000

> cov (amostrall[,-3])
X Yy

1.0429166 0.6915359

y 0.6915359 1.0564407

b

> solve (cov (amostrall,-31))
X Yy

x 1.694215 -1.109017

y —-1.109017 1.672526

> cov (amostra2[,-3])

X y
X 3.2912602 -0.1834484
y —0.1834484 4.3438848

> solve (cov (amostra2[,-3]1))
X y

0.30455187 0.01286166

y 0.01286166 0.23075185

X

(a) Indique as estimativas de maxima verosimilhanca das probabilidades a pri-
oride P(wy), P(wa), dos vectores média para w; e para wo, e das matrizes
de varidncia-covariancia para wy € para ws.

(b) Considere a regra de decisdo de erro minimo de Bayes, sob o pressuposto
que as probabilidades a priori das classes sdo as estimadas na alinea ante-
rior e que as distribuicdes das observagdes nas classes sdo normais multi-
variadas com parametros iguais aos estimados na alinea anterior.

i. Indique as expressdes das fungdes discriminantes correspondentes a
essa regra de decisdo.

ii. Indique uma equagéo para a fronteira de decis@o entre as regides de
decisdo Rq e Ro.

iii. Mostre, efectuando os cdlculos, que a regra de decisdo afecta as duas
novas observagdes (12.265094, 14.438462) e (0.265094, 2.438462) a
classe wo.

iv. Conclua, com base no resultado da alinea anterior e no output, que
uma das regides de decisdo ndo € convexa e indique qual. Interprete
esse resultado a luz dos dados.

3. Considere um problema de classificacdo com duas classes (w1, representada por
1, e wo, representada por 0) e observacdes descritas por duas varidveis (x; e
T2). Suponha que se treinou uma rede neuronal do tipo “feed-forward”, cuja

fung¢do de activa¢do é uma fungio logistica com expressdo f(u) = 1-&-% com



2 vértices de input x; e x9, um vértice de output g, e uma camada intermédia
com 3 vértices a, b, ¢, e que os pesos da rede obtidos sdo os seguintes.

aresta  peso
T—a Wgq=1

rT—b wyp=1
T—C Wge=1
y—a wmgaZQ
y_>b wzgazl
Y —=C  Weyq =1
a— g Weg =2
b—g wpy=-—1
c— g Wey=-—1

(a) Considerando que o vértice g representa a funcdo discriminante e que a
regra de decisdo € “decide wy se g(x1, z2) > L & decide wo caso contrario”,
determine a afectagdo da observagio (0, 0) dada pela rede neuronal.

(b) Mostre que a fungéo de activagdo verifica f'(u) = f(u) [1 — f(u)].

(c) Suponha que se obtem uma nova observacao de classe w; paraaqual z = 0
e y = 1. Qual a direcc@o de variagdo dos pesos wqg, Why € Weq da rede
que causa o maior decréscimo do erro de treino J(w) = 1 — g,,(0, 1) sobre
essa observacao?



